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ОБЩИЕ УКАЗАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ
 КОНТРОЛЬНЫХ  РАБОТ

Настоящее пособие составлено для студентов МГИУ, совмещающих учебу с рабо-
той и изучающих такие  курсы, как "Сопротивление материалов", "Механика дефор-
мируемого твердого тела", "Техническая механика" и им подобные, целью которых
является овладение методами и приемами расчета элементов конструкций на проч-
ность, жесткость и устойчивость.

Занятия по этим курсам обязательно должны сопровождаться решением
задач, так как только при самостоятельном выполнении расчетов можно вы-
работать необходимые навыки анализа расчетных схем элементов машин,
зданий и сооружений. Учебными планами для студентов заочной формы
обучения предусмотрено выполнение от одной  до шести контрольных работ,
выполнение которых требует освоения основных разделов изучаемого курса.

В задачах, предлагаемых студентам для самостоятельного решения и вхо-
дящих в данное пособие, рассматриваются типовые расчеты элементов инже-
нерных сооружений,  машин и механизмов.

1.Каждый студент выполняет контрольные работы, предусмотренные
учебным графиком. Количество работ, перечень задач, входящих в ту или
иную контрольную работу,  сообщаются студентам на первом установочном
занятии.

2. Контрольные работы выполняются в обычных тетрадях, имеющих поле
4 см для замечаний преподавателя. На обложке тетради следует четко напи-
сать номер контрольной  работы, номер варианта задания, название дисцип-
лины, фамилию, имя и отчество студента, шифр учебной группы.

3.Исходные данные для выполнения расчетной работы должны быть вы-
браны из таблиц в соответствии с индивидуальным шифром студента.

Для этого следует записать номер электронного почтового адреса вы-
данного ИДО из четырех цифр дважды  - получится строка из восьми
цифр.

 Под выписанными цифрами ставятся первые буквы русского алфави-
та:

3612-3612
абвг-дежз

Из каждого  вертикального столбца таблицы выбирается число, стоящее в
строке, номер которой соответствует номеру соответствующей буквы. На-
пример, для приведенного выше примера для решения задачи №1 из табли-
цы 1 выписываем следующие исходные данные:
 номер схемы – 4,  Р1=30 кН, Р2=90 кН, Р3=110 кН, a=0,3м, b=0,5 м,
 c=0,5 м, F1=6 см2, F2=10 см2.
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Студентам необходимо выполнить задачи № 1,2,3,5.

4. Перед решением каждой задачи надо выписать полностью ее условие,
числовые данные, составить в масштабе аккуратный чертеж и указать на нем
все величины, необходимые для расчета.

5. Решение задач должно сопровождаться краткими объяснениями и чер-
тежами, на которых все входящие в расчет величины следует указать в чис-
лах, соответствующих выданному варианту. При использовании в расчетах
формул следует подставить в них числовые значения и, не приводя проме-
жуточных вычислений, записать ответ с указанием размерностей определяе-
мых величин.

6. Если неправильно выполненная работа возвращена студенту для ис-
правления, то эти исправления следует выполнить на отдельных листах,
вклеить их в незачтенную работу и сдать  повторно на проверку. Отдельно от
работы исправления не рассматриваются.

7. При сдаче экзамена или зачета  студент должен представить все выпол-
ненные и зачтенные контрольные работы.

Рекомендуемая литература
Основная

1. Феодосьев В.И. Сопротивление материалов. - М.: Наука, 1986. 512 с.
2. Сопротивление материалов/ Под ред. А.Ф. Смирнова  М.: Высш. школа,

1975. 480 с.
3. Беляев Н.И. Сопротивление материалов. - М.: Наука, 1976. 608с.

Дополнительная
1. Сборник задач по сопротивлению материалов/ Под ред. В.К. Качурина.-

М.: Наука, 1984. 432 c.
2. Миролюбов И.Н. и др. Пособие к решению задач по сопротивлению ма-

териалов. - М.: Высш. школа, 1985. 399 с.

3. Рудицын М.Н. и др. Справочное пособие по сопротивлению материа-
лов. - Минск: Высш. школа, 1970. 410 с.
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ЗАДАЧИ, ВХОДЯЩИЕ В КОНТРОЛЬНЫЕ РАБОТЫ

ЗАДАЧА № 1
Ступенчатый брус нагружен силами P P1 2,   и P3 , направленными вдоль

его оси. Заданы длины участков a, b, c и площади их поперечных сечений F1

и F2 .  Модуль упругости материала 5102 ×=E МПа, предел текучести
240=sТ МПа и запас прочности по отношению к пределу текучести nТ = 15, .

 Требуется:
 1) построить эпюры продольных сил N , напряжений s  и продольных пе-

ремещений D;
 2) проверить, выполняется ли условие прочности.
Расчетные схемы выбираются по рис.1, числовые данные берутся из

табл.1.

Рис. 1. Расчетные схемы к задаче № 1
Таблица 1
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Числовые данные к задаче № 1

Номер
строки

Номер
схемы

по

Сила, кН Длина участков, м Площадь попе-
речного сече-

ния, см2

рис1. P1 P2 P3 а b с F1 F2
1 1 40 90 100 0,3 0,5 0,6 5 10
2 2 45 80 120 0,3 0.5 0,5 4 12
3 3 50 85 110 0,4 0,6 0,4 6 14
4 4 35 70 115 0,4 0,6 0,6 4 10
5 5 40 75 100 0,5 0,4 0,3 5 15
6 6 50 80 95 0,5 0,4 0,4 6 18
7 7 60 70 120 0,3 0,2 0,5 4 12
8 8 45 60 115 0,4 0,3 0,6 7 10
9 9 35 65 110 0,2 0,4 0,4 8 14
0 10 30 90 95 0,5 0,5 0,3 6 16

з ж а Д е ж г б В

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШНИЮ ЗАДАЧИ №1

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

 Рассмотрим такой вид нагружения, как растяжение (сжатие),  при кото-
ром в поперечных сечениях бруса возникают только продольные силы, на-
правленные вдоль его оси, все остальные внутренние усилия равны нулю.

Продольная, или нормальная сила, N считается положительной при рас-
тяжении и отрицательной при сжатии. Ее величина может быть найдена с
помощью метода сечений: она численно равна алгебраической сумме проек-
ций на ось бруса всех внешних сил, приложенных к брусу по одну сторону от
рассматриваемого сечения.

Действующая в поперечном сечении продольная сила N равномерно рас-
пределяется по всему сечению и, как следствие этого, нормальные напря-
жения s  также равномерно распределяются по всему сечению.

Их величина определяется по формуле

F
N

=σ  ,                                          (1.1)

где N - продольная сила в поперечном сечении;
      F - его площадь.

(В некоторых учебниках и учебных пособиях  площадь обозначается латин-
ской буквой А).

В системе СИ сила выражается в ньютонах, площадь поперечного сечения
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- в квадратных метрах (м2), нормальное напряжение - в паскалях (Па).
Сила может быть выражена в килограммах, а напряжение в килограммах,

деленных на сантиметр в квадрате.
Абсолютное удлинение бруса при растяжении определяется по формуле

D l l lк= - ,                           (1.2)

где l  - начальная длина бруса;
lк - длина бруса после деформации.

Относительное удлинение бруса (относительная продольная деформация)

l
lD

=ε . (1.3)

При растяжении Dl > 0 и e > 0, при сжатии эти величины отрицательны.
Абсолютное поперечное сужение

Db b bк= - ,                                         (1.4)

где b  - первоначальный поперечный размер бруса;
bк - величина поперечного размера бруса после нагружения.

Относительное поперечное сужение (относительная поперечная дефор-
мация)

b
bD

=ε' .                                              (1.5)

Абсолютная величина отношения ee¢ / , обозначаемая m , называется коэф-
фициентом Пуассона. Она является постоянной для каждого материала и ха-
рактеризует его упругие свойства:

ε
εμ '

=                                               (1.6)

Между нормальным напряжением и относительным удлинением суще-
ствует прямая пропорциональная зависимость, называемая законом Гука

Ee=s ,                                      (1.7)
где E - коэффициент пропорциональности ( модуль упругости первого рода,
или модуль Юнга).

Модуль упругости - это физическая характеристика материала, измеряе-
мая в тех же единицах, что и нормальное напряжение.

Учитывая, что
F
N

=σ  и
l
lD

=ε , можно записать выражение для вычисле-
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ния абсолютного удлинения бруса в виде

FE
lNl =D  .                                           (1.8)

Для ступенчатого стержня и (или) стержня с несколькими продольными
нагрузками удлинение подсчитывается как алгебраическая сумма удлинений
участков бруса, в пределах которых N, E, F постоянны:

å
= ×

×
=D

n

i ii

ii

FE
lNl

1
 .                                   (1.9)

Если же величины N и F изменяются по длине бруса, его абсолютное уд-
линение вычисляется по формуле

.
)(

)(
ò=D
l zFE

dzzNl                                         (1.10)

Используя соотношение smax £ [s], называемое условием прочности, мож-
но решить три основных задачи сопротивления материалов.

1. Подобрать сечение растянутого (сжатого) бруса, при котором его проч-
ность будет обеспечена. Расчетная формула в этом случае имеет вид

]σ[£
F
N ,                                         (1.11)

где N - продольная сила в опасном сечении бруса (сечении, в котором дейст-
вует максимальное нормальное напряжение);

F - площадь поперечного сечения бруса;
[s] - допускаемое напряжение материала бруса.
Отсюда определяется необходимая площадь его сечения

]σ[
NF ³  .                                        (1.12)

Зная форму сечения и его площадь, можно определить линейные размеры
сечения или по сортаменту подобрать требуемый стандартный профиль: уго-
лок, швеллер, двутавр и т. д.

Допускаемое напряжение [s] либо задается заранее, либо находится по
формуле

n
опаснσ

]σ[ =  ,                                     (1.13)

где sопасн = sт - предел текучести для пластичных материалов;
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sопасн=s в - временное сопротивление для хрупких материалов;
n - запас прочности материала .

2. Определить допускаемую нагрузку, если известны прочностные свой-
ства материала и площадь поперечного сечения бруса.

Расчетная формула, вытекающая из условия прочности

][s£ FN , (1.14)
позволяет вычислить наибольшее значение продольной силы N, дей-
ствующей в опасном сечении и, следовательно, величину внешних нагрузок,
приложенных к брусу.

3. Проведение поверочного расчета прочности бруса.
При поверочном расчете нагрузки, размеры и материал, из которого изго-

товлен брус, считаются известными. Вычисляется наибольшее нормальное
напряжение в опасном поперечном сечении и сравнивается с допускаемым:

][σσmax £=
F
N                                 (1.15)

Если smax £ [s], то прочность бруса обеспечена.

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №1

Ступенчатый брус нагружен силами Р1, Р2, Р3, (рис.2,а).
Требуется построить эпюры продольных сил N, нормальных напряжений

s, продольных перемещений D и проверить, выполняется ли условие прочно-
сти.

Числовые данные к задаче выбираются по табл.  1.
  Например: 401 =P  кН, 902 =P  кН, 1103 =P  кН, 5,0=a м 5,0, =b  м,

4,0=c м; 2
2

2
1 cм14,см6 == FF .

Для всех вариантов принимается: МПа102 5×=E ; МПа240=sТ nТ = 15, .

1. Построение эпюры N.
На брус действуют три силы, следовательно, продольная сила по его дли-

не будет изменяться. Разбиваем брус на участки, в пределах которых продо-
льная сила будет постоянной. В данном случае границами участков являются
сечения, в которых приложены силы. Обозначим сечения буквами А, В, С, D,
начиная со свободного конца, в данном случае правого.
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Для определения продольной
силы на каждом участке рассмат-
риваем произвольное поперечное
сечение, сила в котором опреде-
ляется по правилу, приведенному
ранее. Чтобы не определять
предварительно реакцию в задел-
ке D, начинаем расчеты  со сво-
бодного конца бруса А.

Участок АВ, сечение 1-1.
Справа от сечения действует рас-
тягивающая сила P1  (рис. 2, а). В
соответствии с упомянутым ранее
правилом, получаем

.кН401 =+= PN AB
Участок ВС, сечение 2-2.

Справа от него расположены две
силы, направленные в разные
стороны. С учетом правила зна-
ков, получим

4021 -=-+= PPN BC

Участок СD, сечение 3-3: аналогично получаем
кН.1601109040321 -=--=--+= PPPNCD

По найденным значениям N в выбранном масштабе строим эпюру,  учи-
тывая, что в пределах каждого участка продольная сила постоянна (рис.2.5)

Положительные значения N откладываем вверх от оси эпюры, отрицатель-
ные - вниз.

2. Построение эпюры напряжений s.
По формуле (1.1) вычисляем напряжения в поперечном сечении для каж-

дого участка бруса:

МПа6,28
см
Н1086,2

1014
1040

2
7

4

3
=×=

×
×

==s
-

AB

AB

F
N ;

МПа3,83
106

1050
4

3
-=

×
×-

==s
-

BC

BC

F
N ;

МПа267
106

10160
4

3
-=

×
×-

==s
-

CD

CD

F
N .

При вычислении нормальных напряжений  значения продольных сил N
берутся по эпюре с учетом их знаков. Знак плюс соответствует растяжению,
минус -  сжатию. Эпюра напряжений показана на рис. 2, в.

3. Построение эпюры продольных перемещений.
Для построения эпюры перемещений вычисляем абсолютные удлинения

Рис. 2. Расчетная схема бруса и эпюры:
а - расчетная схема; б - эпюра продольных

сил; в - эпюра напряжений;
г - эпюра продольных перемещений
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отдельных участков бруса, используя закон Гука (1.8):

;м1057,0
101410102

4,01040 4
465

3
-

-
× ×=

××××
××

=
×

=D
AB

ABAB
AB FE

lNl

м101,2
10610102
5,01050 4

465

3
-

-
× ×-=

××××
××-

=
×

=D
BC

BCBC
BC FE

lNl ;

м107,6
10610102
5,010160 4

465

3
-

-
× ×-=

××××
××-

=
×

=D
CD

CDCD
CD FE

lNl .

Определяем перемещения сечений, начиная с неподвижного закреплен-
ного конца. Сечение D расположено в заделке, оно не может смещаться и его
перемещение равно нулю:

DD = 0.
Сечение С переместится в результате изменения длины участка CD. Пе-

ремещение сечения С определяется по формуле
м107,6 4-×-=D=D CDC l .

При отрицательной (сжимающей) силе точка С сместится влево.
 Перемещение сечения В является результатом изменения длин DC и CB.

Складывая их удлинения, получаем
м108,8101,2107,6 444 --- ×-=×-×-=D+D=D BCCDB ll  .

Рассуждая аналогично, вычисляем перемещение сечения А:

м1023,81057,0101,2107,6 4444 ---- ×-=×+×-×-=D+D+D=D ABBCCDA lll .
В выбранном масштабе откладываем от исходной оси значения вычислен-

ных перемещений. Соединив полученные точки прямыми линиями, строим
эпюру перемещений ( рис. 2, г).

4. Проверка прочности бруса.
Условие прочности записывается в следующем  виде:

[ ]s smax £ .
Максимальное напряжение smax  находим по эпюре напряжений, выбирая

максимальное по абсолютной величине:
МПа267max =s .

Это напряжение действует на участке DC, все сечения которого являются
опасным.
 Допускаемое напряжение вычисляем по формуле (1.13):

[ ] МПа160
5,1

240
==

s
=s

Т

Т

n
.

Сравнивая smax  и [ ]s , видим, что условие прочности не выполняется, так
как максимальное напряжение превышает допускаемое.
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ЗАДАЧА № 2
Абсолютно жесткий брус АВ опирается на шарнирно-неподвижную опору

и прикреплен с помощью шарниров к двум стальным стержням.
Требуется подобрать сечения стержней по условию их прочности, приняв

запас прочности по отношению к пределу текучести nТ = 2 5, .
Соотношение площадей поперечных сечений стержней указано на рас-

четных схемах, модуль упругости стали для всех вариантов E МПа= ×2 105 .
Студенты строительных специальностей дополнительно определяют до-

пускаемую силу, используя расчет по предельной грузоподъемности, и срав-
нивают ее с заданной.

Числовые данные берутся из табл.2, расчетные схемы - по рис. 3.

Таблица 2
Числовые данные к задаче № 2

Номер
строки

Номер
расчет.
схемы

по

Размер, м Сила,
кН

Марка
стали

Предел
текучести,

МПа
рис 2 а b с

1 1 1,2 1,6 1,0 3 20 250
2 2 1,2 1,5 0,8 5 30 300
3 3 1,4 1,4 1,0 4 40 340
4 4 1,4 1,6 0,9 2 20 250
5 5 1,4 1,5 0,7 6 50 380
6 6 1,3 1,4 0,8 5 30 300
7 7 1,5 1,2 1,0 3 40Х 800
8 8 1,5 1,1 0,9 4 20 250
9 9 1,2 1,5 1,0 6 40 340
0 10 1.2 1.6 1,0 4 40Х 800

з ж а б в г г

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ № 2

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

В задаче № 2 рассматривается статически неопределимая конструкция, стерж-
невые элементы которой работают на растяжение или сжатие и число неизвест-
ных сил, приложенных к абсолютно жесткому брусу, превышает возможное
число уравнений статики.  Разность  между  числом  неизвестных  усилий
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Рис. 3. Расчетные схемы к задаче № 2
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и числом возможных уравнений статики определяет степень статической неоп-
ределимости системы. Уравнения, недостающие для определения усилий в
стержнях, можно получить, рассматривая возможную деформацию системы.
Условие, выражающее зависимость между деформациями отдельных элементов
системы (конструкции), называется условием совместности деформаций. Оно
получается из геометрических соотношений между деформациями элементов
конструкции. Используемые при решении задачи расчетные формулы приведе-
ны в методических указаниях к решению задачи № 1.

Метод расчета статически неопределимой системы по предельной грузо-
подъемности (по разрушающим нагрузкам) достаточно подробно изложен в
учебной литературе и в данном пособии рассмотрен на конкретном примере.

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №2

Жесткий брус АВ закреплен, как показано на рис.4, и нагружен силой
P = 5 кН.
Требуется подобрать сечения стержней из условия их прочности. Числовые
данные к задаче берутся из табл.2. Для данной задачи примем
а =1,2 м; в =1,4 м; с =1,0 м материал - сталь 40, ,МПа340=sТ ,5,2=Тn

МПа102 5×=E .
Вычислим степень статической неопределимости.

 Жесткий брус АВ закреплен с помощью шарнирно-неподвижной опоры и
поддерживается двумя деформируемыми стальными стержнями АЕ и ВК. На
опоре С (рис.4) - две составляющие реакции XC и YC , реакции в стержнях
направлены вдоль их осей и приложены к брусу АВ в точках А и В. Направ-
ление этих реакций рекомендуется установить после анализа возможного
деформированного состояния конструкции.

Для плоской системы сил в общем случае ее приложения к конструкции
можно составить только три независимых уравнения равновесия. В рассмат-
риваемой задаче к брусу АВ приложено четыре неизвестных усилия: две ре-
акции в шарнире и два усилия в стержнях. Разность между числом неизвест-
ных усилий и числом уравнений статики показывает, что для определения

            Рис. 4. Расчетная схема
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этих неизвестных необходимо составить еще одно уравнение статики, в ко-
торое входили бы интересующие нас величины. Такое уравнение или не-
сколько подобных уравнений можно получить из геометрических зависимо-
стей между  деформациями элементов заданной конструкции.

Рассмотрим конструкцию после деформации ее элементов (рис.5). Под
действием силы Р жесткий брус может повернуться вокруг точки С, при этом
стержни АЕ и ВК будут деформированы. Точки А и В описывают при пово-
роте бруса дуги окружностей, которые ввиду малости перемещений заме-
няются касательными, т.е. считается, что эти точки перемещаются по пер-
пендикулярам к радиусам АС и ВС этих дуг. Точка А смещается вниз и зани-
мает положение A1 , точка В -  вверх, занимая положение B1. Брус, как абсо-
лютно жесткий элемент конструкции, - положение A B1 1 .Очевидно, что
стержень АЕ сжат и стал короче на величину AA l1 1= D . Соединив точки К и
B1, находим на чертеже положение стержня ВК после его деформации.
Опустив перпендикуляр из точки В на прямую B K1 , находим точку B2 .

Отрезок B B l1 2 2= D  -  удлинение стержня ВК.
 Действительно, Dl KB KB2 1= - = KB KB1 2- , так как КВ=КВ2, и стержень

КВ растянут.
Выяснив направление усилий в стержнях, показываем векторы этих уси-

лий на схеме недеформированного состояния конструкции (см. рис. 4) и со-
ставляем уравнение ее равновесия:

:0=å CM ( ) 045sin 0
21 =××-×++×- bNaPacN                    (2.1)

Определения составляющих реакции шарнира X YC C,  для решения данной
задачи не требуется, и два других уравнения статики не составляются.
Для вычисления усилий в стержнях 21 NN ,  необходимо иметь еще одно
уравнение, называемое уравнением совместности деформаций. Это уравне-

Рис. 5. Схема конструкции после деформации ее элементов
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ние получаем из геометрических соотношений между деформациями элемен-
тов заданной конструкции. При этом ввиду малости деформаций изменением
угла наклона стержня ВК пренебрегаем, считая что ÐBB B1 2

045= .
 Тогда

.
45сos 0

21
1

BBBB =

Из подобия треугольников A AC1  и B BC1  находим соотношение между де-
формациями стержней -D Dl l1 2и :

;
45сos

; 0
2111

b
l

ca
l

BC
BB

AC
AA

×

D
=

+
D

=

( ) ;
707,04,1
12,1

45сos 2201 ll
b

cal D
×
+

=D×
×

+
=D D Dl l1 22 2= ×, (2.2)

Полученная зависимость (2.2) называется условием совместности де-
формаций.

Абсолютные удлинения стержней можно выразить через усилия, исполь-
зуя формулу Гука (1.2):

.
45сos3,1

; 0
2

22

22
2

1

11

11
1 FE

aN
FE
lNl

FE
aN

FE
lNl

×
==D==D (2.3)

Подставив выражения (2.3) в условие совместности деформаций (2.2), по-
лучим

;
45cos3,1

2,2 0
21

FE
aN

FE
aN

×

×
×= .4,2 21 NN = (2.4)

Решая систему уравнений (2.1) и (2.4), определяем усилия в стержнях
21 , NN . Для этого подставим значение N1 из (2.4) в уравнение (2.2):

( ) 045sin4,2 0
22 =-++- bNaPacN ;

( ) 04,145sin2,152,114,2 0
22 =-×++- NN .

Решив систему уравнений, получим
;кН96,02 =N

кН3,296,04,21 =×=N .
Определив усилия в стержнях, переходим к подбору площадей их попе-

речных сечений.
Для заданного материала по формуле (1.13) вычислим допускаемое на-

пряжение



18

.МПа136Па10136
5,2
10340][ 6

6
=×=

×
=

s
=s

Т

Т

n
Определяем напряжения в стержнях и выбираем большее:

FF
N 3

1

1
1

103,2 ×
==s  Па ;

s2
2

2

3 30 96 10
13

0 74 10= = ×
×

= ×N
F F F

,
,

,   Па.

Площадь сечения F подбираем по условию прочности наиболее нагружен-
ного стержня. Так как s1  больше s2 , используем условие прочности первого
стержня:

s s1 £ [ ]; ;Па10136103,2 6
3

×£
×
F

.см17,0м1017,0 224 =×³ -F
Площади сечений стержней принимаем в соответствии с заданным соот-

ношением:

.см221,017,03,13,1;см17,0 2
2

2
1 =×=×=== FFFF

Определение допускаемой силы Р по условию задачи производится по
предельной грузоподъемности конструкции.
Предельным состоянием конструкции называется такое состояние, при ко-

тором она начинает деформироваться без увеличения нагрузки.
В данном примере это произойдет в том случае, когда напряжения во всех

стержнях достигнут предела текучести
s s s1 2= = Т .

Усилия в стержнях будут определяться по формулам

N F N FТ Т1 1 2 2= × = ×s s; . (2.5)

Нагрузка, соответствующая предельному состоянию, называется предельной. Ее
величину можно найти из уравнения предельного равновесия, которое по-
лучается из уравнения (2.1) после подстановки в него значений 21 , NN :

( ) .045sin 0
21 =×××s-×++××s- bFaPacF ТпрТ

[ ]
[ ] .Н108,164,145sin10221,010340)2,11(1017,010340

2,1
1

45sin)(1

304646

0
1пр

×=×××××++××××=

=s++s=

--

bFacF
a

P ТТТ
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Допускаемая нагрузка  с учетом заданного коэффициента запаса

.кН72,6Н1072,6
5,2
108,16 3

3
=×=

×
==

Т

пр
д n

P
P

Величина допускаемой нагрузки при расчете по предельной грузоподъем-
ности получается большей, чем при расчете по допускаемым напряжениям:

.34,1
5
72,6

==
з

пр

P
P

Разница составляет 34 %, что является результатом разных предположе-
ний об опасном состоянии конструкции: при расчете по допускаемым на-
пряжениям опасным считается состояние, при котором только в одном
стержне напряжение достигает предела текучести. Для статически неопреде-
лимых систем расчет по предельной грузоподъемности дает более эконо-
мичное решение при назначении размеров сечения, и им широко пользуются
в строительной практике.
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ЗАДАЧА № 3

К стальному брусу круглого поперечного сечения приложены четыре кру-
тящих момента M M M X1 2 3, , , , три из которых известны.

 Требуется:
1) установить, при каком значении момента Х угол поворота правого кон-

цевого сечения равен нулю;
2) при найденном значении Х построить эпюру крутящих моментов;
3) при заданном значении допускаемого напряжения [t] определить диа-

метр вала из условия его прочности и округлить величину диаметра до бли-
жайшей большей стандартной величины, равной 30, 35, 40, 45, 50, 60, 80, 90,
100 мм;
     4) проверить, выполняется ли условие жесткости бруса при выбранном
диаметре, если допускаемый угол закручивания [ ]q =1 град/м;

 5) построить эпюру углов закручивания.
Для всех вариантов принять модуль сдвига для стали МПа108 5×=G
Числовые данные берутся из табл. 3, расчетные схемы - по рис. 6.

Таблица 3
Числовые данные к задаче № 3

Номер
строки

Номер
расч.

схемы
по

Размер, м Момент, кН× м [t],
МПа

рис. 6 а B с M1 M2 M3
1 1 0,8 0,4 1,0 2,0 1,6 1,0 35
2 2 0,6 0,5 0,5 1,8 1,7 1,2 40
3 3 0,4 0,7 0,7 1,7 0,9 0,7 50
4 4 0,6 0,4 0,6 1,5 0,8 1,5 45
5 5 0,5 0,8 0,4 1,3 2,0 1,4 60
6 6 0,7 1,0 0,8 1,0 1,7 2,0 40
7 7 1,0 0,7 1,0 1,6 1,5 1,6 35
8 8 0,4 0,6 0,5 1,4 1.6 1,8 70
9 9 0,7 0,4 0,6 1,5 0,8 0,9 80
0 10 0,5 0,5 0,4 0,9 1,0 1,5 60

з ж а б в г д е
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Рис. 6. Расчетные схемы к задаче № 3

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ № 3

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

Брус, нагруженный парами сил, плоскости действия которых пер-
пендикулярны его оси, испытывает деформацию кручения. Внутренним си-
ловым фактором в поперечном сечении бруса в этом случае является крутя-
щий момент крM , величину которого определяют методом сечений.

На основании этого метода можно сформулировать правило для опреде-
ления крутящего момента в сечении бруса: крутящий момент в любом сече-
нии бруса численно равен алгебраической сумме крутящих моментов, распо-
ложенных по одну сторону от этого сечения; при этом крутящий момент,
приложенный к брусу, считается условно положительным, если при взгляде
вдоль оси бруса с левого конца мы видим его направленным по ходу часовой
стрелки.

Размеры и форма поперечного сечения бруса в расчетах на кручение учи-
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тываются двумя геометрическими характеристиками: полярным моментом
инерции Jr  и полярным моментом сопротивления rW . Для круглого сечения
они вычисляются по следующим формулам:

;1,0
32

4
4

ddJ »
p

=r (3.1)

,2,0
16

3
3

d
d

W »
p

=r (3.2)

где d -  диаметр сечения.
Крутящий момент крM  вызывает в сечениях касательные напряжения tr ,

вычисляемых по формуле

r=tr
p

кр

I
M

,                                      (3.3)

где крM - крутящий момент в сечении бруса;
Jr - полярный момент инерции сечения;
r - расстояние от центра тяжести сечения до точки, в которой опре-

деляются напряжения.
Условие прочности записывается в виде

],[
max

max t£=t
rW

M кр (3.4)

где max
крM  - максимальная по модулю величина крутящего  момента, опреде-

ляемого по эпюре крM ;

rW - полярный момент сопротивления;
         [t] - допускаемое касательное напряжение.
Деформация при кручении характеризуется углом закручивания j(рад):

r
=j

JG
lM кр (3.5)

где l -  длина бруса;
G -  модуль сдвига (модуль упругости второго рода).

Угол закручивания на единице длины бруса называется относительным углом
закручивания   и вычисляется по формуле

r
=q

JG
M кр . (3.6)
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Условие жесткости накладывает ограничение на величину относительного
угла закручивания:

][max q£q ,

где  [q ]  -  допускаемый угол закручивания.
Условие жесткости с учетом формулы (3.6) имеет вид

][
max

q£
rJG

M кр .  (3.7)

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №3

Для заданного бруса круглого сечения (рис. 7, а) определить величину
момента X, при котором угол поворота свободного конца бруса равен нулю,
построить эпюры крутящих моментов и углов закручивания, подобрать ди-

аметр сечения по усло-
вию прочности и произ-
вести проверку бруса на
жесткость.

Числовые данные к за-
даче: а =0,8 м; в=1,0 м;
с=0,4 м; M1=2 кН× м;
M2=0,9 кН×м; м;кН13 ×=M
[t]=40 МПа; G=8×104 МПа.

1.Определение вели-
чины неизвестного крутя-
щего момента Х.

Брус жестко заделан
левым концом А, правый
конец Е свободный. В се-
чениях В, С, и D при-
ложены известные крутя-
щие моменты. Для опре-
деления неизвестного мо-
мента Х используем усло-
вие равенства нулю угла

поворота сечения Е.
Угол поворота сечения Е относительно сечения А определяется как сумма

углов закручивания отдельных участков:

.0=++
×

+=

=j+j+j+j=j

rrrr JG
lM

JG
lM

JG
lM

JG
lM DE

DE
крCD

CD
крBC

BC
крAB

AB
кр

DECDBCABE

             (3.8)

Рис. 7. Брус, работающий на кручение:
а - расчетная схема;
б - эпюра крутящих моментов;
в - эпюра углов закручивания
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Крутящие моменты крM , входящие в выражение (3.8), определяются по
приведенному выше правилу.

Вычисления начинаем с незакрепленного  конца:

;0,1

;

3 +=+=

=

XMXM

XM
CD
кр

DE
кр

.9,129,00,1

;1,09,00,1

123

23

-=--+=--+=

+=-+=-+=

XXMMMXM

XXMMXM
AB
кр

BC
кр               (3.9)

Используя выражения (3.9) и сокращая на GJ r , приводим уравнение (3.8) к
виду

0)0,1()1,0()9,1( =+++++- aXcXbXaX .

Подставляя значения a , b , c (рис. 7, а.) и решая это уравнение, получаем
Х = 0,34 кН×м.

Примечание: если значение Х получится со знаком минус, направление
крутящего момента задано неправильно. В данном примере X положителен,
следовательно, направление крутящего момента, показанное на рис.7, прави-
льно.

2. Построение эпюры крутящих моментов.
Найденное значение Х = 0,34 кН×м подставляем в выражения (3.9), вы-

числяя таким образом величину крутящего момента на каждом участке:

м.кН56,1м;кН44,0

м;кН34,1м;кН34,0

×-=×=

×=×=
AB
к

BC
к

CD
к

DE
к

MM

MM

По найденным значениям крM  строим эпюру крутящих моментов. Для
этого рассматриваем последовательно участки ЕD, DC, CB и CA. Крутящие
моменты, действующие на этих участках, уже вычислены.

Величина крутящего момента на каждом участке не зависит от положения
сечения в пределах участка (крутящий момент постоянен), поэтому эпюра
крутящих моментов ограничена отрезками прямых  (рис.7,б). Построенная
эпюра позволяет найти опасное сечение, т.е. такое, в котором действует мак-
симальный (по модулю) крутящий момент.

В рассматриваемом примере опасными будут сечения в пределах участка
АВ; расчетное значение крутящего момента

м.кН56,1max ×=крM

3. Подбор диаметра поперечного сечения бруса.
Используем условие прочности (3.4)
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M
W

к
max

[ ]
r

t£ .

Учитывая, что
16

3dWp
p

= , выразим диаметр из условия прочности

3
max

.
][

16
tp

³ крM
d

Подставляя =max
крM 1,56 кН×м и Па1040][ 6×=t , вычисляем диаметр попе-

речного сечения, округляя его до стандартной величины:

.мм60м06,0м058,0
1040

1056,116
3

3

6 =»=
××p

××
³d

4. Проверка условия жесткости.
Условие жесткости записываем в форме (3.7):

][
max

q£
rJG

M кр .

По условию задачи [q]= 1 град/м. Переводя значение угла из градусной
меры в радианную, получаем

.
м
1017,01

180
град/м1][ =×

p
==q

Вычисляем выражение, стоящее в левой части условия жесткости, опреде-
лив предварительно величину полярного момента инерции бруса:

;м1027,1
32

06,0
32

46
44

-
r ×=

×p
=

p
=

dJ

.
м
1015,0

1038,1108
1056,1

610

3max

=
×××

×
=

-
rJG

M кр

Сравнение левой и правой частей условия жесткости показывает, что оно
выполняется:

.
м
1017,0][

м
1015,0max =q<=q

5. Построение эпюры углов закручивания.
Вычисляем углы закручивания по участкам, используя формулу (3.5):

;0123,0
1027,1108

8,01056,1
610

3
-=

×××

××-
==j

-
rJG
lM AB

AB
кр

AB

;0043,0
1027,1108
11044,0

610

3
=

×××

××
==j

-
rJG
lM BC

BC
кр

BC
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;0053,0
1027,1108
4,01034,1

610

3
=

×××

××
==j

-
rJG
lM CD

CD
кр

CD

.0027,0
1027,1108

8,01034,0
610

3
=

×××

××
==j

-
rJG
lM DE

DE
кр

DE

Угол поворота каждого сечения равен сумме углов закручивания соот-
ветствующих участков бруса. Суммирование углов начинаем с незакреплен-
ного конца А:

jA = 0, так как сечение в заделке неподвижно;

j jB AB= = -0 01228, ;

j j jC AB BC= + = - + = -0 01228 0 0043 0 008, , , ;

j j j jD AB BC CD= + + = - + + = -0 0123 0 0043 0 0053 0 0027, , , , ;

j j j j jE AB BC CD DE= + + + = - + + + =0 0123 0 0043 0 0053 0 0027 0, , , , .

По вычисленным углам поворота сечений построена эпюра углов закручи-
вания (рис. 7, в).

Равенство jE = 0  является проверкой решения, так как неизвестный кру-
тящий момент Х определялся из условия равенства нулю угла поворота сво-
бодного конца бруса.
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ЗАДАЧА № 4
Для двух заданных сечений, состоящих из нескольких элементов или име-

ющих вырезы, определить положение главных центральных осей инерции и
вычислить величины моментов инерции относительно этих осей.

Первое сечение для расчета выбирается по рис.8, второе - по рис.9. Раз-
меры элементов сечений и номера прокатных профилей берутся из табл.4.
При расчете сечения, состоящего из прокатных профилей, уголок следует
принимать в соответствии с заданными размерами; он может быть равнобо-
ким или неравнобоким.

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ № 4

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

Рассматриваемая задача относится к разделу "Геометрические характерис-
тики плоских фигур".

При расчете на изгиб, кручение и другие виды более сложного нагру-
жения для оценки прочности и жесткости бруса недостаточно знать только
площадь его поперечного сечения, требуется определять другие гео-
метрические характеристики сечения: статический момент площади, осевые,
центробежный и полярный моменты инерции.

Таблица 4
Числовые данные к задаче № 4

Номер
Номер
расчет.
схемы

Размер
Прокатный профиль

строки (рис. 8,9) а, см полоса швеллер двутавр уголок

1 1 10 160´10 10 12 75´75´8
2 2 20 180´10 12 14 75´50´6
3 3 12 180´6 14 10 90´90´6
4 4 14 200´10 14а 16 80´50´6
5 5 22 200´6 16 12 80´80´8
6 6 15 160´8 16а 18 70´45´5
7 7 18 210´8 14 14 75´75´6
8 8 16 220´10 12 16 80´50´6
9 9 20 220´8 14а 10 70´70´6
0 10 25 180´8 10 12 63´40´6

з ж а б в г
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Рис. 8. Расчетные схемы к задаче № 4 (для первого сечения)
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Рис. 9. Расчетные схемы к задаче № 4 (для второго сечения)
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Рассмотрим произвольную плоскую фигуру площадью F, отнесенную к
системе координат zoy  (рис. 10).

Обозначим: dF -  площадь элементар-
ной площадки; y,  z - расстояние ее центра
тяжести до осей координат.

Выражения вида
òò ==
F

z
F

y dFySdFzS ;                   (4.1)

 называются статическими моментами
площади относительно осей y и z соответ-
ственно.

Зная величины статических моментов
площади фигуры, можно вычислить ко-
ординаты ее центра тяжести. Если задан-
ное сечение можно разбить на части, для
которых известны положения их центров

тяжести и величины площадей,  координаты
центра тяжести всей фигуры определяются по формулам

.

;

21

21

21

21

21

21

n

ncccy
c

n

ncccz
c

FFF
FzFzFz

F
S

z

FFF
FyFyFy

F
S

y

n

n

+++

+++
==

+++

+++
==

L

L

L

L

(4.2)

где n -  число элементов, на которое разбивается сечение;
Fi  - площади отдельных элементов сечения;

y zc ci i
, - координаты центров тяжести этих элементов в выбранной системе

               координат y, z.
Центр тяжести лежит на оси симметрии сечения, а если таких осей несколько -
в точке их пересечения.

Моментами инерции (осевыми моментами инерции) относительно осей y
и z соответственно называются интегралы вида

òò ==
F

z
F

y dFyJdFzJ 22 ;                                   (4.3)

Для простейших фигур и прокатных профилей величины моментов инер-
ции приводятся в учебной и справочной литературе.

Выражение
ò=
F

yz dFyzJ                                                    (4.4)

называется центробежным моментом инерции. Оси, относительно которых

Рис. 10. Плоская фигура

O
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центробежный момент инерции равен нулю, называются главными осями.
Если хотя бы одна из выбранных координатных осей является осью сим-
метрии, то обе эти оси будут главными. Осевые моменты инерции отно-
сительно главных центральных осей называются главными центральными
моментами инерции. Они являются экстремальными по величине: один из
них максимален, другой минимален.

Осевой момент инерции составного сечения вычисляется как сумма осе-
вых моментов инерции отдельных составляющих фигур относительно одной
и той же оси. При этом необходимо помнить, что в таблицах сортамента про-
катных профилей моменты инерции простых элементов определены отно-
сительно их собственных центральных осей, которые показываются на чер-
тежах. Центральные оси составной фигуры обычно не совпадают с таблич-
ными, и для вычисления моментов инерции подобных фигур приходится ис-
пользовать зависимость между моментами инерции относительно парал-
лельных осей:

.

;
2

2

0

0

FbJJ

FaJJ

zz

yy

+=

+=
(4.5)

где J Jy z,   -  моменты инерции сечения относительно произвольных осей;
J Jy z0 0

,  -  моменты инерции сечения относительно центральных осей;
F - площадь фигуры ;

   а и  в -  расстояние между осями y y, 0   и z z, 0   соответственно.

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №4
Задано сечение, составленное из прокатных профилей: швеллера № 16а и

двух неравнобоких уголков 80´50´6 (рис. 11). Требуется вычислить главные
центральные  моменты инерции.

Рис. 11. Расчетная схема первого сечения

I II
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1. Из таблиц сортамента выписываются геометрические характеристики
прокатных профилей, составляющих заданное сечение.
Швеллер №16а:размеры h =160 мм, b = 68 мм, площадь сечения

2
1 см5,19=F ; осевые моменты инерции ,см8,78,см823 44

11
== I

y
I
z JJ  коор-

дината центра тяжести см20 =z .
Неравнобокий уголок 80 50 6´ ´ : площадь сечения ,см55,7 2

2 =F  осевые
моменты инерции ,см8,14,см49 44

22
== II

y
II
z JJ  координаты центра тяжести
см17,1,см65,2 00 == xy .

Примечание. Если в состав сечения входит прямоугольник, то для него по
формулам  (4.6)  следует  вычислить площадь  и  осевые  моменты   инерции

F b h J b h J h b
y z= × = × = ×; ; .

3 3

12 12
(4.6)

В соответствии с заданным вариантом сечения выполняется чертеж в
масштабе 1:2 с указанием характерных размеров.

На чертеж наносятся центры тяжести швеллера C1 и уголка C2   и прово-
дятся их собственные центральные оси y z1 1,  и y z2 2,  (см. рис. 11).

 2. Определение положения центра тяжести заданного сечения.
Заданное сечение имеет одну ось симметрии, которая является главной

центральной осью. Выбираем исходную систему координат: ось абсцисс y /

совмещаем c нижней границей сечения, а ось ординат Z -  с осью симметрии.
Координаты точек C1 и C2  легко определяются по чертежу.

Используя формулу (4.2) и учитывая симметрию сечения, вычисляем ор-
динату его центра тяжести по формуле

.
2
2

21

21 21

FF
FzFz

z cc
c ×+

×+
=

где F1 - площадь швеллера, 2
1 см5,19=F ,

1c
z  - ордината точки C1 , см8,40,28,6

1
=-=

c
z ;

2F  - площадь одного уголка, см55,72 =F 2;

2cz - ордината точки -C2 , см65,202
== yzc .

После подстановки числовых значений получаем

.см9,3
55,725,19

65,255,725,198,4
=

×+
××+×

=cZ

Откладывая найденное значение смzc 9,3=  на оси Z вверх от оси y/, нахо-
дим положение центра тяжести всего сечения C и проводим главные цен-
тральные оси  Y , Z.
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Примечание. Если фигура имеет две оси симметрии, центр тяжести лежит
на их пересечении, то вычислений для определения его положения произво-
дить не нужно.

3. Вычисление главных центральных моментов инерции сечения относи-
тельно осей Y и Z .

Расстояния между осями определяются по чертежу:
;,,, cмa 900293861 =--=

;25,165,29,32 смa =-=
b1 0= ,     так как оси Z и z1   совпадают;

.17,917,182 смb =+=
Главные центральные моменты инерции составного сечения JY  и JZ  вы-

числяются по формулам (4.5):

).(2)(2

);(2)(2
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+++=+=

+++=+=
          (4.7)

После подстановки числовых значений в формулы (4.7),получаем:
J смY = + × + × + × =( , , , ) ( , , ) , ;78 8 0 9 19 5 2 49 1 25 7 55 216 22 2 4

J смZ = + × + × =( ) ( , , , ) .823 2 14 8 9 17 7 55 21222 4

ВТОРОЙ ВАРИАНТ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №4

Задано сечение (рис. 12). Размеры сечения заданы в сантиметрах.

                           Рис. 12. Расчетная схема второго сечения

Требуется определить  главные центральные моменты инерции этого сече-
ния.

II

III

I
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1. Заданное сечение вычерчивается в масштабе 1:2 и разбивается на про-
стейшие фигуры: квадрат (1), прямоугольник (2) и круговое отверстие (3). На
чертеже показываются центры тяжести составляющих фигур (точки C1  и
C2 3, ) и проводятся их главные центральные оси y z1 1, ; y z2 2,  и y z3 3,  (см.
рис. 12). Площади и моменты инерции составляющих фигур относительно их
центральных осей вычисляются по известным формулам.

Для квадрата
222

1 см40020 === aF ;

.см13333
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44
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====

aJJ I
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Для прямоугольника
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2 =××=×= aaF

;см45000
12

)205,1(20
12

)5,1( 4
33

2
=

××
=

×
=

aaJ II
y

.см20000
12

20)205,1(
12

)5,1( 4
33

2
=

××
=

×
=

aaJ II
z

Для круга
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=
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=
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2. Определение положения центра тяжести составного сечения.
Центр тяжести составной фигуры лежит на ее  оси симметрии Y. Вспомо-

гательная ось z/ совмещается с левой границей сечения. Координата центра
тяжести всего сечения yc   в системе Yoz/ определяется по формуле (4.2):

.
321

1321 321

FFF
FyFyFy

y ccc
c -+

×-×+×
=

По чертежу определяются абсциссы точек C1  и C 2 3, :

;см30205,15,1
1

=×== ayc

.см10205,05,0
32

=×=== ayy cc

Площадь круга подставляется в формулу (4.2) со знаком минус, так как
площадь отверстия принято считать отрицательной величиной.

Подставляя числовые значения, получаем
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.см5,19
154600400

154106001040030
=

-+
×-×+×

=cy

Откладывая на оси Y отрезок ОС =19,5 см, находим точку С - центр тя-
жести составного сечения и проводим главную центральную ось Z, парал-
лельную оси z / (см. рис.12).

3. Вычисление моментов инерции относительно главных центральных
осей Y, Z.

Используем формулы (4.5), как и в предыдущем примере. Перед послед-
ним слагаемым в скобках ставится знак минус, так как моменты инерции от-
верстия считаются отрицательными:

).()()(

);()()(
2
33

2
22

2
11

2
33

2
22

2
11

321

321

bFJbFJbFJJ

aFJaFJaFJJ

zzzZ

yyyY

+-+++=

+-+++=
(4.8)

Моменты инерции составляющих фигур относительно собственных глав-
ных центральных осей вычислены ранее. Оси y y1 2,  и y3 совпадают с глав-
ной центральной осью  Y  всей фигуры,  поэтому расстояния между этими
осями и осью Y  равны нулю:

.0321 === aaa
По чертежу находим расстояние между осями Z  и z1

510519205020501 ,,,, =-×+=-×+= cyaab  см.
и расстояние между осями Z и z2

5,9205,05,195,032 =×-=-== azbb c  см.
Подставляя числовые значения в (4.8), вычисляем главные центральные

моменты инерции составного сечения:

;см5644818854500013333 4=-+=YI
4222 см115800)5,91541885()5,960020000()5,1040013333( =×+-×++×+=ZI .
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ЗАДАЧА № 5

Для заданных схем балок требуется:
 Построить эпюры поперечных сил  и изгибающих моментов;

       подобрать поперечные сечения балок по следующим вариантам:
   а) для стальной балки (рис.13,а) - двутавровое; прямоугольное высотой h и
основанием b при соотношении сторон h/b=2;  круглое - диаметром d;

б)  для чугунной балки (рис.13,б) - форму сечения выбрать по рис.14, оп-
ределить размеры сечения из условия прочности по допускаемым напряже-
ниям;

 в) для стальной балки (рис.13,в) -  сечение, состоящее из двух швеллеров.
 Для стальной двутавровой балки (вариант а)  и чугунной балки (вариант

б) построить эпюры распределения нормальных напряжений по высоте сече-
ния.

Числовые данные берутся  из табл. 5, расчетные схемы - по рис.13.

Таблица 5
Числовые данные к задаче № 5

  Номер
строки

Номер
расч.

схемы
(рис.

Сила Момент
Длина
участ-

ка

Интен-
сивность
распреде-
ленной

Допускаемое
напряжение,
[ ]s , МПа

13,14)
P1 P2 m1 m2     а,

нагрузки
q,

Сталь
Чугун

кН кН кН×м кН×м     м кН/м [ ]сs [ ]рs
1 1 40 90 10 10 1 10 200 600 120
2 2 45 80 12 10 1,5 15 160 700 150
3 3 50 85 15 14 2 20 180 500 100
4 4 35 70 12 12 1 10 250 800 150
5 5 50 80 10 15 2 10 160 600 120
6 6 60 70 10 12 1 15 180 700 150
7 7 45 60 12 10 1,5 20 180 500 100
8 8 35 65 10 10 1 10 160 800 150
9 9 40 75 13 10 1 10 160 650 130
0 10 30 90 18 12 2 15 220 750 200

з ж а б в г ж е з з
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Рис. 13. Расчетные схемы балок к задаче № 5
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Рис. 14. Формы сечений чугунных балок к задаче № 5
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ № 5

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

При изгибе в поперечном сечении бруса, который в этом случае  называ-
ется балкой,  возникают два внутренних усилия: поперечная сила Q и изги-
бающий момент Mz.

Поперечной силой в сечении называется внутреннее усилие, численно ра-
вное алгебраической сумме проекций всех сил, действующих на балку по
одну сторону от рассматриваемого сечения, на нормаль к оси балки. По-
перечная сила считается положительной, если она стремится вращать бес-
конечно малый элемент балки по ходу часовой стрелки. Обратное направ-
ление вращения соответствует отрицательной поперечной силе (рис.15).

Рис. 15. Правило знаков для поперечной силы
Изгибающим моментом в сечении балки называется внутреннее усилие,

численно равное алгебраической сумме моментов внешних сил, действую-
щих на балку по одну сторону от рассматриваемого сечения, относительно
его центра тяжести. Изгибающий момент положителен, если под его воздей-
ствием балка изгибается выпуклостью вниз; при изгибе выпуклостью вверх
изгибающий момент считается отрицательным (рис.16). Эпюра изгибающего
момента строится со стороны сжатого волокна балки, которое находится с
вогнутой части балки. Положительные значения изгибающего момента от-
кладываются вверх от оси эпюры, отрицательные - вниз.

Примечание: Студенты строительных специальностей строят эпюру изги-
бающего момента  со стороны растянутого волокна, что не влияет на ре-
зультаты расчетов балок на прочность и жесткость.

Рис. 16. Правило знаков для изгибающего момента
При решении задач, связанных с расчетами балок на прочность и жест-

кость, строятся графики изменения этих усилий по длине бруса - эпюры по-
перечных сил и изгибающих моментов. Целью построения эпюр при расче-
тах на прочность является наглядное представление изменения внутренних
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усилий в сечении в зависимости от его положения  и определение наиболее
нагруженных участков балки.

Для того чтобы установить закон изменения внутренних усилий по длине
балки, выбирается прямоугольная система координат, ось абсцисс x направ-
ляется вдоль оси балки, а оси y,  z совмещаются с главными центральными
осями инерции поперечного сечения. Затем записываются аналитические
выражения для поперечной силы и изгибающего момента в виде функций от
абсциссы x,  определяющей положение рассматриваемого сечения. Составив
уравнения Q(x) и Mz(x),  абсциссам дают последовательно конкретные значе-
ния и вычисляют величины Q и  Mz,, откладывая их в принятом масштабе от
оси эпюры вверх или вниз,  строя таким образом графики функций Q(x) и
Mz(x) - эпюры поперечных сил и изгибающих моментов.

При изгибе балки в ее поперечном сечении возникают нормальные и каса-
тельные напряжения. Нормальные напряжения определяются по формуле

y
J
M

z

z=s  ,                                                              (5.1)

где Mz - изгибающий момент в рассматриваемом сечении;
        Jz - момент инерции  поперечного сечения относительно нейтральной оси;

y - расстояние от нейтральной оси до точки,  где определяется напряже-
ние.
      Условие прочности при изгибе для пластичных материалов

[ ]s smax
max

= £
M
W

z

z
, (5.2)

где W z - осевой момент сопротивления при изгибе, вычисляемый относительно
нейтральной оси. Для простых  геометрических фигур его вычисляют по фор-
мулам:

для прямоугольника W bh
z =

2

6
;

 для круга W d
z =

p 3

32
.

      Моменты сопротивления прокатных профилей приводятся в таблицах сорта-
мента.
Для хрупких материалов (чугун, высокоуглеродистые стали), имеющих сущест-
венно различные пределы прочности при растяжении врs  и сжатии всs , тре-
буется проверка их прочности по наибольшим растягивающим s р  и наиболь-
шим сжимающим  напряжениям сs :

[ ]рр
z

z
p y

I
M

s£=s
max

 , [ ] ,
max

сс
z

z
с y

I
M

s£=s

где [ ] nврр /s=s  , [ ] nвсс /s=s ; n- запас прочности.
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ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №5
Требуется построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов и

подобрать размеры поперечного сечения стальной балки (рис. 17) для раз-
личных форм сечения: двутавровой балки,  балки прямоугольного сечения со
сторонами h и b при h/b = 2 и круглого поперечного сечения. Балка выпол-
нена из стали с допускаемым напряжением [s ] =190 МПа;
 а =1 м;  q=10 кН/м.

Рис. 17. Расчетная схема балки

1.Определение опорных реакций.
На схеме показываем опорные реакции R1,  H,  R2 . Вертикальные реакции

направляем вверх и записываем уравнения равновесия:

.5,1
;05,1223;0

;5,0Отсюда
.025,123;0

;0;0

2

2

1

1

qaR
qaaaqaaqaaRM

qaR
aqaaqaaqaaRM

HX

A

D

=

=+×-×-=
=

=×-×-×+=

==

å

å
å

Проверим правильность вычислений,  составив еще одно уравнение рав-
новесия:

.05,125,0;0 =+--+=å qaqaaqqaqaY
Условие равновесия удовлетворяется, реакции  определены правильно.

  2.Построение эпюры Q.
Мысленно разбиваем балку на участки. Границами участков являются се-

чения, в которых к балке приложены сосредоточенные силы или пары сил,
начинаются или заканчиваются распределенные нагрузки, имеются проме-
жуточные шарниры. В рассматриваемой балке граничными сечениями будут
сечения A,  B,  C и D. Для каждого из трех участков запишем аналитическое
выражение Q (x).

Участок AB, 0<x<a. Рассмотрим произвольно выбранное сечение с абс-
циссой x. Рассекая балку в этом сечении на две части и отбросив правую
часть, вычисляем алгебраическую сумму проекций на ось y всех сил, дейст-
вующих на оставшуюся часть:

Q x R qa( ) , .= =1 0 5

H
=1.5qa=0.5qa
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Поперечная сила не зависит от переменной x на протяжении всего участ-
ка, следовательно, эпюра Q ограничена прямой,  параллельной оси абсцисс.
Отложив от оси эпюры вверх в выбранном масштабе 0,5qa (рис.18), строим
эпюру на этом участке.

Участок BC, a<x<2a. Алгебраическая сумма проекций всех сил на ось y
слева от сечения с абсциссой x

Q x qa qa q x a qa q x a( ) , ( ) , ( )= + - - = - -0 5 1 5 .
Полученное выражение является уравнением наклонной прямой, которая

может быть построена по двум лежащим на ней точкам. Для ее построения
найдем значения поперечной силы на границах участков балки

.5,0)2(,2;5,1)(, qaaQaxqaaQax ====
Участок CD,   2a<x<3a. Поперечная сила на расстоянии x от начала коор-

динат
Q x qa qa qa qa qa( ) , , .= + - - = -0 5 2 1 5

Так как поперечная сила не зависит от переменной x, на последнем участке
эпюра Q ограничена прямой,  параллельной оси балки (см. рис 18).

3. Построение эпюры Mz.
 Аналитическое выражение для вычисления изгибающего момента в сече-

нии x необходимо записать для каждого участка балки.
Участок AB:

xqaxM z 5,0)( = .
На этом участке балки изгибающий момент возрастает по линейному за-

кону и эпюра Mz  ограничена наклонной прямой. Вычисляя его значения в
сечениях на границах участка,  строим в масштабе (рис 18)   эпюру Mz на
сжатом волокне

.5,0)(,;0)0(,0 2qaaMaxMx zz ====
Участок BC:

.
2

)(
)(5,0)(

2axq
axqaxqaxM z

-
--+=

Полученное уравнение является уравнением квадратной параболы и, по-
скольку поперечная сила Q на участке BC не изменяет знак,  экстремума на
эпюре Mz не будет.

 Определим изгибающий момент на границах участка:

;5,0)(, 2qaaMax z ==

.5,1
2

)2()2(25,0)2(,2 2
2

qaaaqaaqaaqaaMax z =
-

--+×==

Отложив вверх от оси балки найденные значения,  проводим квадратную
параболу выпуклостью вверх (навстречу вектору усилия равномерно распре-
деленной нагрузки).
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Участок CD:
)2(2)5,1()(5,0)( axqaaxqaaxqaxqaxM z -----+= .

В пределах последнего участка балки  (2a<x<3a)  изгибающий  момент
линейно зависит от абсциссы x, и эпюра ограничена прямой линией.

При ,5,1)2(,2 2qaaMax z == при 0)3(,3 == aMax z
 Эпюры Q и Mz показаны на рис. 18.

Рис. 18. Расчетная схема балки. Эпюры поперечных сил и изгибающих
моментов

По эпюре Mz находим опасное сечение балки - сечение, в котором изги-
бающий момент максимален по абсолютной величине. Для заданной балки
изгибающий момент в опасном сечении M z

max  = Mz(2a)=1,5qa2 или после
подстановки числовых значений M z

max ,= × × =1 5 10 12 15 кН×м.
Из условия прочности определим требуемый момент сопротивления сече-

ния

.см79см1079
10190
1015

][
336

6

3max
=×=

×
×

=
s

³ -z
z

MW

Номер двутавра находим по расчетному значению момента сопротивления
Wz, используя таблицы сортамента прокатной стали.

Внимание! В таблицах сортамента прокатной стали (см. приложение) оси
z соответствует ось x , это означает, что W Wz x= .

Наиболее близок к требуемому момент сопротивления двутавра №14,
равный Wx= 81,7 см3. Выбрав это сечение, определяем нормальные напряже-
ния в поперечном сечении балки:

z



44

.МПа184Па10184
107,81
1015 6

6

3max
==

×
×

==s
-

x

z

W
M

Подбираем прямоугольное сечение, момент сопротивления которого оп-
ределяется с учетом того, что h b= 2 :

.см79
3
2

6
)2(

6
33

22
==

×
== bbbhbWz

Отсюда

.см8,99,422,см9,4
2
793

2
3 33 =×===

×
== bhWb z

Круглое поперечное сечение имеет момент сопротивления

.см79
32

3
3
=

p
=

dWz

Диаметр круга

.см3,9793232 33 =
p
×

=
p

=
Wd

Рассмотрим второй метод построения эпюр внутренних усилий, дей-
ствующих в сечениях балки. Он  состоит в том, что поперечные силы и изги-
бающие моменты вычисляются на границах участков без записи уравне-
ний Q z M z( ), ( ) , а соответствующие эпюры строятся на основании дифферен-
циальных зависимостей между Q,  M,  q:

Q dM
dx

q dQ
dx

d M
dx

= = =;
2

2 .                                    (5.3)

Зависимости (5.3) позволяют установить следующие характерные  особенности эпюр
поперечных сил и изгибающих моментов:

 На участках, где нет распределенной нагрузки,  эпюра Q ограничена пря-
мыми, параллельными оси балки, а эпюра M - наклонными прямыми.

 На участках, где приложена равномерно распределенная нагрузка интен-
сивностью q, эпюра Q ограничена наклонными прямыми, а эпюра M -  квад-
ратными параболами,  выпуклость которых направлена навстречу вектору
равномерно распределенной нагрузки.

 На участках,  где Q >0,   изгибающий момент возрастает; если Q<0 - из-
гибающий момент убывает.

 В сечениях,   где к балке приложены сосредоточенные силы, на эпюре Q
будут скачки на величину приложенных сил, а на эпюре M - переломы, ост-
рие которых направлено против действия этих сил.

 В сечениях, где к балке приложены пары сил (сосредоточенные мо-
менты), на эпюре M будут скачки на величину этих моментов.

 Если на участке балки имеется равномерно распределенная нагрузка и
эпюра Q в пределах участка изменяет знак, то в сечении, где Q = 0, на эпюре
Mz будет экстремум.

Примеры использования дифференциальных зависимостей при расчете
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балок приводятся ниже.

Рассмотрим задачу  подбора сечения балки,  изготовленной из хрупкого матери-
ала. Балка (рис.19) изготавливается из чугуна и имеет сечение, показанное на
рис.21.

Требуется определить из расчета на прочность по допускаемым напряже-
ниям размеры поперечного сечения, если материал балки - чугун с допус-
каемым напряжением на сжатие [s]сж=700 МПа и на растяжение [s]р=140
МПа; a = 1 м; q = 10 кН/м.

Рис. 19.  Расчетная схема чугунной балки

Для нахождения опасного сечения строим эпюры M и Q. Очевидно,  что
данная балка имеет три участка:

AB (0£ x a£ ), BC (a£ x a£ 2 ), CD (2a£ x a£ 3 ).
Для того чтобы не вычислять опорные реакции, рассмотрим балку, начи-

ная с участка AB. Найдем поперечную силу и изгибающий момент в начале
этого участка. Мысленно рассечем балку в сечении A на две части и отбро-
сим правую ее часть. Слева на оставшуюся часть действует только сосредо-
точенная сила,  равная 2qa.  Проектируя эту силу на нормаль к оси балки,
получаем

Q(0) = 2qa.
Рассекая балку в сечении B и поступая аналогично, находим величину по-

перечной силы в этом сечении - она равна алгебраической сумме проекций
сил,  действующих на оставшуюся левую часть балки,  на нормаль к ее оси:

Q(a) = 2qa - qa = qa,
где 2qa - проекция сосредоточенной силы на нормаль к оси балки;

qa - проекция равнодействующей распределенной нагрузки.
      Изгибающий момент в начале первого участка M (0) = 0;  в конце участка
он равен алгебраической сумме моментов относительно точки B от сосредото-
ченной силы 2qa и распределенной нагрузки:

25,15,02)( qaaaqaqaaM z =-= .

Строим эпюры Q и Mz  для первого участка балки.
 Выбрав масштаб, откладываем вверх от оси эпюр (Q и Mz положи-

тельны!) найденные значения поперечных сил и изгибающих моментов.  На
эпюре Q соединяем прямой линией точки с координатами  (0,  2qa) и (a,  qa),
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а на эпюре Mz проводим квадратную параболу выпуклостью вверх через точ-
ки (0,  0) и (a,  1,5qa2).

Поступая аналогично, вычисляем поперечные силы и изгибающие момен-
ты в начале и конце участков BC и CD.

Участок BC: a x a£ £ 2 ;
Q (a) =  qa,              Q (2a)= qa;
M (a)= 1,5qa2,  M (2a)= 2,5qa2.

Отложив вверх вычисленные значения Q и M,   строим эпюры внутренних
усилий на втором участке балки. Как следует из дифференциальных за-
висимостей,   эти эпюры ограничены прямыми линиями.

Участок CD: 2 3a x a£ £ ;
Q (2a)= qa,     Q (3a)= qa;

M (2a) =4,5qa2,     M (3a)=5,5qa2.
В начале последнего участка к балке приложена пара сил,  что вызывает

появление скачка на эпюре изгибающих моментов. На участке CD распреде-
ленной нагрузки нет, поэтому эпюры Q,  Mz ограничены прямыми линиями
(рис.20).

Окончательный вид эпюр Q,   Mz  показан на том же рисунке.

Рис. 20. Расчетная схема  балки. Эпюры поперечных сил и изгибающих
моментов

Опасное сечение находится в заделке и  расчетный изгибающий момент
M z

max = 5,5qa2 = 21105,5 ×× Н×м = 31055 × Н×м  = 55 кН×м.
Для определения размеров поперечного сечения необходимо найти из ус-

ловия прочности балки осевой момент сопротивления относительно его ней-
тральной оси.

Заданное сечение (рис.21) имеет ось симметрии, и для определения поло-
жения его центра тяжести достаточно вычислить только одну его коорди-
нату-  ординату ус.

Разобьем заданную фигуру на две простые части: прямоугольник (1) и по-

b)

с)

а)
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лукруг (2). В качестве исходных осей принимаем главные центральные оси
прямоугольника y1,   z1. Тогда ордината центра тяжести всей фигуры опреде-
лится по формуле

y y F y F
F F

a a
a a a

ac =
+
+

=
+ ×
× +

=1 1 2 2

1 2

2

2
0 1 924 0 5

2 3 0 5
0 4, ,

,
, .p

p
Определив положение центра тяжести, проводим главные центральные оси
Y Z,  составной фигуры.

Рис. 21. Поперечное сечение чугунной балки

Вычисляем момент инерции заданного сечения относительно главной
центральной оси Z*):

J J J

a a a a a a a a a

Z Z Z= + =

=
×

+ ×
é

ë
ê

ù

û
ú + + - ×

é

ë
ê

ù

û
ú =

( ) ( )

( ) ( , ) , ( , , ) , .

1 2

3
2 2 4 2

2
42 3

12
0 4 6 0 11 1 924 0 4

2
9 22p

При расчете на прочность балок, изготовленных из хрупких материалов,
для сечений с одной осью симметрии необходимо вычислять два момента
сопротивления относительно оси Z:

*) При рассмотрении полукруга, главная центральная ось инерции которого z2, использованы приближенные

значения 4
0 11,0;424,0

2
aJay z ==
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Из эпюры изгибающих моментов (рис.20), построенной на сжатом волок-
не,  следует, что в опасном сечении верхние волокна балки сжаты, а нижние
растянуты. Условие прочности для опасных точек в растянутой зоне сечения
имеет вид

M
W a

z

z

max

// р[ ] ;
,

.£
×

= ×s
55 10
4 85

140 10
3

3
6

Отсюда a = 0,043 м = 4,3 см.
Опасной точкой в сжатой зоне является точка, наиболее удаленная от оси

z на расстояние ¢ =у amax ,2 1 . Условие прочности балки по допускаемым на-
пряжениям на сжатие

M
W a

z

z
cж

max

/ [ ] ;
,

.£
×

= ×s
55 10
4 39

700 10
3

3
6

Отсюда  a = 0,026 м = 2,6 см.
В расчете по нормальным напряжениям из двух найденных значений a

принимаем большее (a = 4,3 см), что обеспечивает прочность материала бал-
ки как в растянутой, так и в сжатой зонах.

Рассмотрим пример подбора составного сечения стальной балки.
Для балки (рис.22) подобрать сечение,   состоящие из двух стальных шве-

ллеров. Принять а = 1 м;   q = 10 кН/м; [s ] =190 МПа.

Рис. 22. Расчетная схема  балки

Определяем опорные реакции:

M R a qa qa a R qaB = - - × = =å 0 2 2 0 3
21

2
1; ; .

M R a qa a qa a qa R qaA = + × - × + = = -å 0 2 2 3 2 2 0
3
22

2
2; ; .

Отметим, что момент распределенной нагрузки относительно опоры B ра-
вен нулю, а реакция второй опоры направлена не вверх, как показано на
рис.22, а вниз.
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Проверка правильности вычисления опорных реакций:

Y qa qa qa qaå = - - + =0 3
2

2 3
2

2 0; .

Реакции определены правильно.
Эпюры Q,    Mz строятся аналогично эпюрам предыдущего примера. Вид

эпюр показан на рис.23.

Рис. 23. Расчетная схема  балки. Эпюры поперечных сил и
 изгибающих моментов

По эпюре Мz находим величину изгибающего момента, максимального по
модулю

.мкН151105,15,1 22max =××== qaM z
Сечение балки подбираем из условия прочности при изгибе. Требуемый

момент сопротивления сечения,   состоящего из двух швеллеров

.см79м1079
10190

1015
][

336
6

3max
=×=

×
×

=
s

³ -z
z

MW

Осевой момент сопротивления одного швеллера будет в два раза меньше-
.см5,39 3=zW

По таблице сортамента прокатной стали находим, что ближайший подхо-
дящий момент сопротивления имеет швеллер № 12, для которого Wz =Wx=
50,6 см3. Швеллер № 10 с осевым моментом сопротивления 3cм8,34 принять
нельзя, так как в этом случае момент сопротивления сечения, составленного
из двух швеллеров, будет равен  69,6 см3<79 см3 и напряжения в балке пре-
высят допускаемые на 13 %, что неприемлемо (в расчетах допускается пере-
напряжение £ 5%) .

Рассмотрим пример решения второй части задачи № 5.
Построим эпюры распределения нормальных напряжений по высоте сече-

ния для двух балок- двутавровой стальной и чугунной.
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   Нормальные напряжения в поперечном сечении балок при изгибе определя-
ются по формуле (5.1).

По ширине сечения нормальные напряжения распределяются равномерно.
Зависимость между s и у линейная, нормальные напряжения прямо про-
порциональны расстоянию слоя волокон от нейтральной оси,  совпадающей
с главной центральной осью инерции Z.

Вычислим максимальные нормальные напряжения в двутавровом сечении
балки

.МПа6,183Па106,183
107,81
1015 6

6

3
=×=

×
×

==s
-

z

z

W
M

Минимальные (сжимающие) напряжения в двутавровом сечении по абсо-
лютной величине будут равны максимальным растягивающим напряжениям.
Для чугунной балки величина максимальных (растягивающих) напряжений

.МПа6,142Па106,142
)103,4(85,4

1055 6
32

3

//

max

max =×=
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Минимальные (сжимающие) напряжения
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 Выбрав масштаб, строим эпюры распределения нормальных напря-
жений по высоте стальной (рис.24, а) и чугунной (рис.24, б) балок.

Рис. 24. Распределение нормальных напряжений  по высоте балок
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ЗАДАЧА № 6
Для двух заданных плоских рам построить эпюры изгибающих моментов.

Схемы рам и числовые данные для решения задачи выбираются из табл.6 и
по рис.25.

Таблица 6
 Числовые данные к задаче № 6

Номер
строки

Номер
расч.

схемы
Сила, кН Момент, кН×м

Размер
а, м

(рис.25) 1P 2P 3P 1M 2M
1 1 10 12 6 4 6 2
2 2 8 4 1 5 5 1
3 3 2 4 2 6 4 2
4 4 10 6 4 2 8 2
5 5 6 4 4 4 6 2
6 6 8 6 6 6 4 1
7 7 2 2 6 5 2 2
8 8 2 5 4 2 8 2
9 9 5 10 2 4 4 2
0 10 2 4 4 5 4 1

з ж а б в г д

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ № 6

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

Рамой называется стержневая система, составные части которой во всех
или некоторых узлах жестко связаны между собой. В плоской раме оси ее
элементов лежат в одной плоскости, совпадающей с плоскостью приложения
внешних нагрузок. Ось рамы представляет собой ломаную линию, каждый
прямолинейный участок которой рассматривается как балка. Дифференци-
альные зависимости между Q,  Mz,  q, полученные для балки, и выводы, выте-
кающие из этих зависимостей, справедливы и для отдельных элементов рамы.
Внутренние усилия, возникающие в поперечном сечении стержня плоской
рамы, в общем случае приводятся к трем силовым факторам: продольной си-
ле N, поперечной силе Q, изгибающему моменту M.

Основные принципы построения эпюр Q, M, N для плоских рам те же, что
и для балок. Дополнительно отметим, что границами участков также являют-
ся сечения, в которых соединяются стержни (узлы рамы). Если рама
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Рис. 25. Расчетные схемы рам к задаче № 6
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имеет более одной опоры, следует до построения эпюр, найти опорные реак-
ции, которые в дальнейшем рассматриваются как внешние нагрузки. Анали-
тические зависимости для Q(x),  M(x),  N(x) обычно не записываются. Внут-
ренние усилия вычисляются на границах участков и в характерных точках,
т.е. там, где изгибающий момент экстремален.

Ординаты эпюр откладываются перпендикулярно оси рамы, при этом
эпюра M строится со стороны сжатого волокна стержня.

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №6

Для заданной рамы (рис. 26,a) построить эпюру изгибающих моментов
при следующих исходных данных: P1=2P, P2=P, M2=Pa.

Рис. 26  Расчетная схема рамы и эпюра изгибающих моментов

Определяем опорные реакции рамы. На расчетной схеме (рис.26, a) по-
казываем векторы опорных реакций RA и HA шарнирно-неподвижной опоры и
вектор RB  на шарнирно-подвижной опоре B. Величины реакций определяют-
ся из уравнений равновесия рамы:

å ===-= ;2;0;0 11 PPHHPX AA

;02;0 212 =×+×+×--×-=å aPaPaHmaRm aAB

å =-×-×=
-==×+×+×--×-

;0;0
;2;0222

21 maPaRm
PRaPaPaPPaaR

BA

AA

.3,02 PRPaaPaR BB ==-×-
Реакция RА отрицательна, а это значит, что ее направление было выбрано

неправильно и его надо изменить на противоположное. В дальнейших расче-
тах знак минус не учитывается.

Для проверки правильности вычисления опорных реакций подсчитывается
сумма проекций сил, приложенных к раме, на вертикальную ось Y:

å =+--=+--= .0322 PPPRPRY BA
Равенство этой суммы нулю говорит о том, что реакции определены пра-

вильно.
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Разбиваем раму на участки, границы которых на рис.26,а обозначены ла-
тинскими буквами. В граничных сечениях каждого участка находим величи-
ны изгибающих моментов и откладываем полученные значения со стороны
сжатого волокна (для удобства построений введем обозначение m=Pa).

С целью вычисления изгибающего момента рассекаем мысленно раму в
исследуемом сечении на две части и отбрасываем одну из них, а затем под-
считываем алгебраическую сумму моментов всех сил, приложенных к ос-
тавшейся части, относительно рассматриваемого сечения. Эта сумма равна
величине изгибающего момента в данном сечении рамы.

Рассмотрим последовательно стержни рамы, начиная со стержня AC, ко-
торый имеет лишь один участок. Мысленно рассекая стержень в начале уча-
стка (левее точки A) и отбрасывая левую часть рамы, вычисляем изгибающий
момент в начале участка:

,2 PamM A == (сжатые волокна при этом будут находиться снизу).
В конце участка (точка C) величина изгибающего момента равна алгеб-

раической сумме моментов от действия пары сил m2  и реакции RA. Пара сил
изгибает стержень AC таким образом,  что его сжатые волокна располагают-
ся снизу. Будем считать условно изгибающий момент в сечении С, возни-
кающий от действия пары сил,  положительным. Тогда изгибающий момент
в том же сечении от действия реакции RA следует считать положительным,
так как эта сила так же, как и пара сил m2, вызывает сжатие нижних волокон
стержня.

Изгибающий момент  в сечении С
PaaPPaaRmM AC 322 =+=+= .

Положительное значение изгибающего момента означает, что сжатые во-
локна стержня в сечении С по-прежнему остаются снизу. Откладывая в мас-
штабе полученные значения изгибающих моментов перпендикулярно оси
стержня AC вниз (со стороны сжатых волокон), строим на этом участке эпю-
ру M, которая будет ограничена прямой линией, так как к раме не приложе-
ны распределенные нагрузки.

Переходим к следующему стержню - CE, который разбиваем на два уча-
стка - CD и DE.

Участок CD. Изгибающий момент в сечении C, которое принадлежит од-
новременно стержням AC и CE известен: MC =3Pa.

 Сжатые волокна стержня CE в сечении C находится слева от его оси,
следовательно, момент MC = 3Pa надо отложить влево. Изгибающий момент
в сечении D

.5222 PaaPaPPaaHaRmM AAD =++=++=
Положительное значение изгибающего момента M D  означает, что сжатые

волокна стержня, как и в сечении C, расположены слева.
Участок DE. Изгибающий момент в сечении D, которое принадлежит те-

перь рассматриваемому участку DE, MD = 5Pa. Находим изгибающий момент
в сечении E:
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PaaPaPaPPaaPaHaRmM AAE 522222 12 =-×++=-++= .
Перед моментом от силы P1 поставлен знак минус, так как сила P1 сжи-

мает волокна, располагающиеся справа  от оси стержня. Положительное зна-
чение момента ME =  5Pa означает, что сжатые волокна в сечении рас-
полагается слева.

Откладывая ординаты эпюры перпендикулярно оси стержня, как это дела-
лось ранее, строим эпюру на участке DE.

Построение эпюры изгибающих моментов для стержня BE удобно произ-
водить, перемещаясь от сечения B справа налево.

Стержень BE. Разбиваем его на два участка: BF и FE. Изгибающий мо-
мент в сечении B равен нулю. В сечении F участка BF стержня изгибающий
момент равен моменту от действия силы RB = 3P, его величина

aPaRM BF 3=×=   (сжатые волокна находится сверху).
Участок FE. Изгибающий момент в сечении F, принадлежащем этому

участку, известен: M=3Pa. В конце участка (сечение E) изгибающий момент
PaaPaPaPaRM BE 5232 2 =-=-= .

Первое слагаемое, представляющее момент от действия силы RB , вызы-
вающей сжатие верхних волокон стержня, принято положительным. Перед
вторым слагаемым поставлен знак минус, так как сжатые волокна от дейст-
вия силы P2  расположены снизу. Положительное значение изгибающего мо-
мента в сечении E означает, что сжатые волокна стержня в этом сечении на-
ходятся сверху от его оси. Вычисленные ординаты откладываются на эпюре
вверх от оси стержня - со стороны сжатых волокон (рис.26, б).

Следует обратить внимание на то, что при переходе через узел изги-
бающий момент по модулю не изменяется и эпюра располагается по одну
сторону от контура рамы (внутри или снаружи). Это условие соблюдается,
если в узле рамы не приложен сосредоточенный момент (пара сил).

Рассмотрим еще один пример построения эпюры M для рамы.
Требуется построить эпюру изгибающих моментов для рамы, показанной

на рис.27, a.
     Исходные данные для расчета: P1 = 2P; P2 = 3P; m1 = 2Pa.

Для рамы, жестко защемленной одним концом, построение эпюры изги-
бающих моментов рекомендуется начинать с незакрепленного сечения (се-
чение A на рис.27, а), не определяя опорных реакций.

Стержень AB (рис.27,а) имеет один участок, в начале и конце которого
вычисляются изгибающие моменты:

                     MA = 0,   MB = P a1 ×  = 2Pa .
Откладываем найденные значения слева от оси стержня со стороны его сжа-

тых волокон (рис.27, б) и соединяем полученные точки прямой линией (равно-
мерно распределенной нагрузки нет!).
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Рис. 27. Расчетная схема рамы и эпюра изгибающих моментов

Стержень BD имеет два участка - BC и СD. Вычисляются изгибающие
моменты в сечениях B, C, D.
В сечении В изгибающий момент MB = 2Pa, так как при переходе через узел ве-
личина изгибающего момента не изменяется, сжатые волокна стержня распола-
гаются снизу.

В сечениях С и D изгибающие моменты
.32;2 211 PaPaPaaPaPMPaaPM DC -=-=-===

В последнем выражении момент, зависящий от силы P1, условно принят по-
ложительным. При этом сжатые волокна стержня BD располагается снизу от его
оси. Момент от силы P2 в этом случае отрицателен, так как от действия силы P2
волокна, расположенные снизу, растягиваются. Отрицательное значение изги-
бающего момента в сечении D, означает, что сжатое волокно теперь рас-
полагается теперь не снизу, а сверху от оси стержня. Очевидно, что эпюра М на
участке BD ограничена прямыми линиями.

Стержень DE имеет только один участок, в начале которого (сечение D)
приложена пара сил с моментом 2Pa. Изгибающий момент в сечении D стер-
жня DE

.232121 PaPaaPaPmaPaPM D =+-=+-=
Найденное значение откладываем справа от оси стержня DE, так как  от

действия силы P1 сжатые волокна расположены справа, и перед первым сла-
гаемым в выражении для вычисления изгибающего момента поставлен знак
плюс, что означает сжатие волокон справа от действия всех внешних сил,
приложенных к раме.

Изгибающий момент в сечении E
.3232121 PaPaaPaPmaPaPM E =-+=-+=

Здесь знак (плюс или минус) перед каждым слагаемым выбран в соответ-
ствии с введенным ранее правилом.

По найденным значениям изгибающих моментов для стержня DE по-
строена эпюра М, ограниченная прямой линией.

Эпюра изгибающих моментов для всей рамы показана на рис.27,б. Здесь,
как и раньше, использовано обозначение m=Pa.
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ЗАДАЧА № 7

Для заданной статически неопределимой балки требуется:
1) раскрыть статическую неопределимость;
2) построить эпюру изгибающих моментов;
3) подобрать двутавровое сечение по условию прочности балки;
4) определить угол поворота сечения L и прогиб в сечении К.
Для всех вариантов принять: допускаемое напряжение [s] = 160 МПа, мо-

дуль упругости МПа102 5×=E .
Числовые данные берутся из табл.7, расчетные схемы - по рис.28.

Таблица 7
Числовые данные к задаче № 7

Номер Номер
расч.

Нагрузка

строки схемы
по

рис.28

q,
кН/м

P,
кН

P1,
кН

m,
кН×м

Размер
a, м

1 1 5 10 10 4 1,0
2 2 4 8 5 6 1,5
3 3 8 6 8 4 1,0
4 4 10 8 12 2 0,8
5 5 12 5 7 5 1,2
6 6 6 7 10 7 1,0
7 7 5 10 6 3 1,2
8 8 10 11 9 4 0,8
9 9 8 8 7 5 0,6
0 10 7 5 10 6 1,0

ж З а б в Г

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ № 7

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

1. Определение перемещений методом Мора. Вычисление интеграла Мора
методом перемножения эпюр

Расчет статически неопределимых конструкций требует вычисления пе-
ремещений их сечений.

Универсальным способом определения перемещений является энерге-
тический. В применении к балкам и плоским рамам этот метод приводится
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Рис. 28. Расчетные схемы
статически неопределимых балок к задаче № 7

к вычислению интеграла Мора:

D =
×
×òå

=

M M
E J

dxpi i

i ili

n

i1
,                                      (7.1)

где D - искомое перемещение (линейное перемещение или угол поворота);
li - длина участка балки или рамы;

     EiJi - изгибная жесткость этого участка;
     Мpi - изгибающий момент от внешней нагрузки в произвольном сечении на
участке li;

M i  - изгибающий момент от единичной нагрузки в том же сечении;
n - число участков li , на которые разбивается данная балка или рама.

Для определения перемещения по формуле Мора необходимо:
1) рассмотреть так называемое грузовое (заданное) состояние конст-

рукции, записав выражения для вычисления внутренних усилий, дей-
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ствующих в произвольно выбранном поперечном сечении каждого стержня
от действия внешних нагрузок;

2) рассмотреть единичное состояние, для чего снять с конструкции все
действующие на нее нагрузки  и приложить в сечении,  перемещение кото-
рого определяется, по заданному направлению единичную силу (при опре-
делении линейного перемещения) или единичный момент ( при вычислении
углового перемещения);

3) записать выражения для изгибающих моментов, действующих в произ-
вольно выбранном поперечном сечении каждого стержня от единичной наг-
рузки;

4) составить интеграл Мора и после интегрирования по участкам всей
конструкции вычислить искомое перемещение.

Если искомое перемещение получилось отрицательным, то это означает,
что действительное перемещение противоположно принятому направлению
единичной нагрузки.

Интеграл Мора  можно вычислять графоаналитически, если предваритель-
но построены эпюры моментов от заданной и единичной нагрузок.
Расчетная формула в этом случае  имеет вид

D =
×

=òå å
= =

M M
EJ

dx
y

EJ
pi i

ili

n
pi i

ii

n

i1 1

w
,                                   (7.2)

где w pi  - площадь эпюры Мpi  от заданной нагрузки на участке li;
yi  - ордината эпюры M i от единичной нагрузки, расположенная под

                центром тяжести эпюры Мpi на участке li.
Этот способ вычисления интеграла Мора называется «перемножением

эпюр», или правилом Верещагина.
 Метод перемножения эпюр применим для определения перемещений в

конструкциях, состоящих из прямолинейных элементов, жесткость которых в
пределах отдельных ее участков постоянна.

Для определения перемещений по Верещагину необходимо:
1) построить эпюры внутренних силовых факторов от действия внешних

сил, при изгибе - эпюру изгибающих моментов;
2) построить эпюры внутренних силовых факторов от действия единичной

силы (момента), приложенной в сечении,  перемещение которого определя-
ется, по заданному направлению (при изгибе - единичную эпюру изгибаю-
щих моментов);

3) вычислить искомое перемещение для каждого участка путем ум-
ножения площади нелинейной эпюры на ординату линейной эпюры, взятую
под центром тяжести нелинейной, и деления результата на жесткость ра-
ссматриваемого  участка.

Ординаты yi  на эпюре M i вычисляются из подобия соответствующих тре-
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угольников ( рис.29).
В тех случаях, когда обе эпюры прямолинейны, можно умножать площадь

любой из них на ординату другой под центром тяжести первой.
Если эпюра от внешней нагрузки имеет сложный вид,  то рекомендуется ее
представить в таком виде, чтобы вычисление ее площади и положения центра
тяжести было наиболее простым.

Произведение w pi iy  отрицательно, если эпюры от внешних нагрузок и
единичной силы (момента) противоположны по знаку, т.е. расположены  по
разные  стороны от оси стержня. Это означает, что направление пере-
мещения противоположно направлению единичной силы (момента).

2. Статически неопределимые балки. Метод сил

Балка называется статически неопределимой, если внутренние силовые
факторы в ее поперечном сечении не могут быть определены только из урав-
нений статики. Статическая неопределимость обусловлена наличием лишних
связей, то есть таких связей, которые не являются необходимыми для обес-
печения геометрической неизменяемости конструкции. В балках лишними
связями служат дополнительные опоры.

 Разность между числом опорных реакций балки и числом возможных
уравнений статики называется ее степенью статической неопределимости,
или числом "лишних" неизвестных.

Одним из методов, используемых для расчета статически неопределимых
систем, является метод сил.

Расчет начинается с выбора так называемой основной системы рас-
сматриваемой конструкции. Статически определимая система, получаемая из
заданной отбрасыванием лишних связей, называется основной системой. Как
правило, для заданной конструкции можно предложить несколько вариантов
основных систем, из которых для дальнейшего расчета выбирается один.
При расчете статически неопределимой балки удобно удалять внутреннюю
связь, помещая шарнир на промежуточной опоре или в жесткой заделке
(рис.30). В этом случае лишней неизвестной будет опорный момент.

Рис. 29.  Пример применения правила Верещагина
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Рис. 30.  Схемы статически неопределимых балок (а) и соответствующие им
основные системы (б)

Если основную систему загрузить заданными нагрузками и реакциями от-
брошенных связей, получим эквивалентную систему, которая при опреде-
ленных величинах этих реакций деформируется так же, как заданная кон-
струкция. Реакции Хi отброшенных связей определяется из очевидного усло-
вия:  перемещения по направлениям Хi в эквивалентной системе должны рав-
няться нулю. Для конструкции  с одной лишней связью это условие запи-
сывается в виде одного канонического уравнения метода сил:

d11 1 1 0X p+ =D ,                                                   (7.3)

где d11 - перемещение в основной системе по направлению X1 от действия
               единичной силы X 1 1=  или единичного момента X 1 1= ;

D1p - перемещение в основной системе по направлению X1 от действия
               внешних нагрузок.

Для вычисления d11 и D1p необходимо предварительно построить эпюры
изгибающих моментов: M i  - от единичной силы (момента) X 1 1=  и Мp -  от
внешних нагрузок. Коэффициент d11 при X1 вычисляется умножением эпюры
M1 на эту же эпюру,  а D1p  - перемножением эпюр Mp и M 1 . Символически
это можно записать так:

d11 =
1

EI
( M 1 ´ M 1); D1p =

1
EI

(Мp´ M 1).                           (7.4)

Определением реакции Хi из канонического уравнения заканчивается рас-
крытие статической неопределимости балки с одной лишней связью. Осталь-
ные опорные реакции вычисляются из уравнений равновесия, считая теперь
Хi известной величиной.

Перемещения в статически неопределимой системе после раскрытия ее
неопределимости находятся непосредственным вычислением интеграла Мо-
ра, либо перемножением эпюр.

Для вычисления прогиба в каком - либо сечении балки следует по на-
правлению искомого перемещения к основной системе приложить единич-
ную силу P = 1 (при вычислении угла поворота - единичный момент M = 1)
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и построить эпюру изгибающих моментов M  от действия этой единичной
нагрузки. Искомое перемещение вычисляется путем перемножения оконча-
тельной эпюры изгибающих моментов M на вновь построенную эпюру M .

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №7

Для статически неопределимой балки (рис.31, а) требуется:
 1) раскрыть ее статическую неопределимость;
 2) построить эпюру изгибающих моментов от действия внешних (про-

летных) нагрузок;
3) подобрать двутавровое сечение балки из условия ее прочности;
4) определить угол поворота сечения L и прогиб балки в сечении К.

Числовые данные к задаче:
 q = 6 кН/м; m = 4 кН×м; а = 1,2 м; [s] = 160 МПа; МПа102 5×=E .

1.Вычисляем степень статической неопределимости балки.
По условиям закрепления имеем четыре опорных реакции: две на опоре А

и по одной на опорах В и С. Для плоской системы сил можно составить
только три уравнения равновесия, поэтому степень статической неопре-
делимости балки n = 4-3 = 1, т.е. система один раз статически неопределима.
2.Выбираем основную систему.   Для этого разрезаем балку над средней опо-
рой,  тем самым,  устраняя лишнюю связь,  и  вставляем над опорой про-
межуточный шарнир. «Лишней» неизвестной в этом случае  будет изги-
бающий момент в  опоре В,  который  обозначаем Х1.   На рис.31,б показана
основная система. Загружая основную систему пролетными нагрузками и
лишней неизвестной, получаем эквивалентную систему (рис.31,в). Достоин-
ство принятой основной системы в том, что каждый пролет работает как са-
мостоятельная балка и при построении эпюр может рассматриваться  от-
дельно.

3. Строим в основной системе эпюру изгибающих моментов от заданной
нагрузки Mp.

 Рассмотрим участок АВ.  Так как на этом участке нагрузок нет,  для по-
строения эпюры  достаточно знать величины изгибающих моментов в сече-
ниях А и В. На опоре А по условию М = m = 4 кН×м; на опоре В изгибающий
момент равен нулю (опорный момент Х1 не учитываем), эпюра моментов ог-
раничена прямой линией.
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Рис. 31. Статически неопределимая балка:
а - заданная система; б - основная система;

в - эквивалентная система; г - грузовая эпюра Mp;
д - единичная эпюра M1 ; е - эпюра ;

ж - окончательная эпюра M; з - эпюра от единичного момента mM ;
и - эпюра от единичной силы PM

B
A C

2.93
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Рассмотрим участок ВС.
Вследствие симметрии пролетной нагрузки реакции опор будут одина-

ковыми:

кН2,7
2

2,126
2
2

=
××

=
×

==
aqRR CB .

Изгибающий момент в произвольном сечении x

M x R x qx x x
B( ) ,= - = -

2 2

2
7 2 6

2
и  эпюра изгибающего момента ограничена квадратной параболой.
Строим  эту  параболу по трем  лежащим на ней точкам:

.0,м4,2

;мкН32,4
2

2,162,12,7,м2,1

;0,0
2

max

==

×=
×

-×==

==

CC

BB

Mx

Mx

Mx

Эпюра Мp показана на рис.31, г.
4.Строим эпюру M 1  от единичного момента X1 1= .
 В сечениях А и С изгибающие моменты равны нулю, а в сечении В изги-

бающий момент равен  единице. Эпюра M 1  линейна, ее вид показан на
рис.31, д.

5.Составляем каноническое уравнение метода сил
01111 =D+d pX

и вычисляем коэффициент d11 при неизвестном. Для этого эпюра M 1  умно-
жается сама на себя.  Чтобы упростить вычисления,  разбиваем эпюру на два
треугольника ADB и BDC и площадь каждого из них умножаем на ординату,
расположенную в центре тяжести каждого из них (рис.31, д):

.;,,

;;,,

);(

3
221142

2
1

3
281163

2
1

1

22

11

221111

==××=w

==××=w

w+w=d

z

z

zz
EJ i

После подстановки числовых значений имеем

d11
2

=
EJ

.

Для определения D1р перемножаем эпюры МP и M 1  (рис.31, г, д) Площадь
параболического сегмента вычисляется по формуле

wпар
ql

=
3

12
,
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где q - интенсивность распределенной нагрузки;
l - длина участка балки под нагрузкой.

Вычисляем свободный член  канонического уравнения D1р:

D1 1 1 1 2 2

1 1

2

3

2

1

1
2

4 3 6 7 2 1
3

6 2 4
12

6 91 1
2

p p p p

p

p

M M
EJ

z z

z

z

= × = +

= × × = =

=
×

= =

( ) ( );

, , ; ;

, , ; .

w w

w

w

Произведя соответствующие вычисления, получаем

D1
5 856

p EJ
=

, .

Тогда  каноническое уравнение принимает  вид
2 5 856 01EJ

X
EJ

+ =
, ,

откуда находим

мкН92,2
2
856,5

1 ×-=-=X .

Отрицательное значение X1 говорит о том, что следует изменить направление
момента X1  на обратное.

6. Строим эпюру изгибающих моментов.
Считая момент X1 внешней нагрузкой, можно определить опорные ре-

акции, рассматривая каждый пролет балки отдельно, а затем построить эпю-
ру моментов обычным способом, как это выполнялось для статически опре-
делимой балки. В данном случае удобнее воспользоваться уже постро-
енными эпюрами.

Эквивалентная система находится под действием заданных пролетных на-
грузок и вычисленного момента X1. Следовательно, окончательная эпюра из-
гибающих моментов может быть представлена суммой двух эпюр

M M Mp X= +
1
.

Первая эпюра уже построена (рис.31,г), а вторая получается умножением
ординат эпюры M 1 (рис.31,д) на вычисленное значение X1. Эпюра M X 1

 по-
казана на рис.31,е. Геометрически складываем эпюры Мp и M X 1

(рис.31,г,е),
суммируя ординаты эпюр в характерных точках:

.0;мкН93,293,20
;мкН85,247,132,4;мкН404

=×-=-=
×=-=××=+=

CB

EA

MM
MM

По найденным значениям М строим окончательно эпюру изгибающих мо-
ментов (рис.31, ж).

Для проверки правильности расчетов и построения эпюры изгибающих
моментов можно использовать условие равенства нулю угла поворота смеж-
ных сечений балки над средней опорой (перемещение по направлению от-
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брошенной связи). Этот угол вычисляется перемножением окончательной
эпюры моментов (рис.31,  ж) на эпюру M 1  (рис.31,д). При перемножении
эпюру М удобно представить в виде трех треугольников, показанных пунк-
тирными линиями на рис.31, ж, и параболического сегмента.

Угол поворота смежных сечений балки над средней опорой вычислим ме-
тодом перемножения эпюр:

q w w w wB EJ
y y y y= + + +

1
1 1 2 2 3 3 4 4( ) .

Площади эпюр и соответствующие ординаты под их центрами тяжести
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zql

z
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определяются по соответствующим эпюрам   (рис.31, ж) и (рис.31,д).
Итак,

q w w w wB EJ
z z z z

EJ EJ

= + + + =

= × - × - × + × = - »

1

1 7 2 1
3

5 274 2
3

3 516 2
3

6 912 1
2

0 004 0

1 1 2 1 3 2 4 2( )

( , , , ,. ) , .

Полученный результат свидетельствует о том, что эпюра изгибающих мо-
ментов построена правильно. Небольшая погрешность, не превышающая 5 %
, возникла в результате округлений.

7. Подбираем сечение балки по условию прочности.
При изгибе условие прочности имеет вид

M
W

W
Mz

z
z

z
max max

[ ]
[ ]

.£ ³s
s

или

По эпюре М (рис.31, ж) находим максимальный момент M z
max = 4 кН×м, а

по условию задачи [s] = 160 МПа. Подставляя эти числа в последнюю фор-
мулу, получим величину требуемого момента сопротивления двутавра:

.см25м1025
10160

104 336
6

3
=×=

×
×

³ -
zW

По таблицам сортамента прокатной стали подбираем номер двутавра и
выписываем его геометрические характеристики:

двутавр №10, Wx= 39,7 cм3, Jx = 198 см4.
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(Момент сопротивления подобранного двутавра больше требуемого расчетного,
но меньшего размера в таблице нет, поэтому принимаем двутавр №10).

8. Определяем перемещения.
Определяем угол поворота сечения L.
 Для этого приложим в сечении L основной системы единичный момент

m = 1 и построим эпюру моментов Mm, (рис.31,з). Угол поворота сечения L
вычисляем, перемножая эпюры М и Mm, (рис.31, ж,з):

q w wL m
x

M M
EJ

z z= ´ = +
1

1 3 2 4( ) ;

;
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2
1;

3
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Определяем прогиб в сечении К.
 Приложим в сечении К основной системы единичную силу P = 1 и пост-

роим от нее эпюру моментов MP, (рис.31, и). Так как сила P = 1 приложена в
середине пролета AB, опорные реакции будут равны:

RA = RB = 0,5.
Определяем моменты в характерных точках участка АВ:

MA = 0; МK = 0,5×1 8,  = 0,9 м; MB = 0.
Прогиб в сечении К вычисляется перемножением эпюр М и MP,

(рис.31,ж,и). Площадь при этом берем с эпюры М, а соответствующая орди-
ната на эпюре M p равна величине средней линии трапеции, то есть алгебра-
ической полусумме ее оснований:

w5 5
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-
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Результат получен со знаком плюс, прогиб направлен в сторону прило-
женной единичной силы, то есть вниз.

ЗАДАЧА № 8
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Короткий чугунный брус, поперечное сечение которого показано на
рис.32, сжимается силой Р, приложенной в точке А, В или С .

Требуется:
 1) вычислить наибольшие растягивающие и сжимающие напряжения в

его поперечном сечении, выразив их через величину сжимающей силы Р;
2) из условия прочности бруса найти допускаемую нагрузку Рд, если за-

даны пределы прочности для чугуна на растяжение sвр и  сжатие sвс. Запас
прочности принять n = 1,5.

Числовые данные берутся из табл.8, схемы поперечных сечений бруса -
по рис.32.

Таблица 8
Числовые данные к задаче № 8

Номер
расч.

Размер, м Коэффициент Точка
прило-

Предел прочнос-
ти, МПа

Номер
строки

схемы
по

рис. 32
а b a b

жения
силы вps вcs

1 1 0,10 0,12 0,3 0,8 A 120 500
2 2 0,12 0,10 0,4 0,5 B 380 1400
3 3 0,06 0,14 0,5 0,6 C 380 1400
4 4 0,06 0,16 0,6 0,8 A 280 1000
5 5 0,08 0,10 0,3 0,5 B 280 1000
6 6 0,08 0,16 0,4 0,6 C 120 500
7 7 0,10 0,12 0,5 0,7 A 120 500
8 8 0,10 0,14 0,6 0,8 B 280 1000
9 9 0,12 0,16 0,3 0,6 C 380 1400
0 10 0,12 0,20 0,5 0,5 A 380 1400

з ж а б в г д д

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ № 8

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы
Рассматриваемый в задаче брус испытывает так называемое внецентренное сжатие.

Под внецентренным сжатием понимается такой случай нагружения бруса, при кото-
ром сжимающая сила параллельна его продольной оси, но не проходит через центр
тяжести поперечного сечения (рис.33). Координаты точки приложения силы обозна-
чены yp, zp.
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Рис. 32. Схемы поперечных сечений бруса

При внецентренном приложении силы в поперечных сечениях бруса воз-
никают три силовых фактора: продольная сила N = P; изгибающие моменты
M P zy p= × и M P yz p= × .
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 Нормальные напряжения в произвольной точке  с координатами x, y равны
алгебраической сумме напряжений от воздействия этих трех силовых факторов

s = + +
N
F

M z
J

M y
J

y

y

z

z
. (8.1)

После несложных преобразований формула для вычисления напряжений
при внецентренном сжатии приводится к виду

)1()1( 22
z

p

y

p

z

p

y

p

i

yy

i

zz
F
P

J
yy

J
zz

P ++=++=s , (8.2)

где
 Р - сила, сжимающая брус;
F - площадь поперечного сечения бруса;

 Jy, Jz - главные центральные моменты инерции поперечного сечения;
   yp, zp - координаты точки приложения силы;
   y , z  - координаты точки поперечного сечения, в которой вычисляются на-
пряжения;
  iy и iz - главные центральные радиусы инерции поперечного сечения.

Координаты yp,  zp и y,z в фор-
мулу для  вычисления напряжений
подставляются с учетом их знаков
в заранее выбранной системе ко-
ординат.

При внецентренном сжатии
можно приложить внешнюю силу
таким образом, что в поперечном
сечении бруса возникнут не толь-
ко сжимающие, но и растягиваю-
щие напряжения. Границей между
частью сечения, в которой волок-
на бруса растянуты, и той частью,
где они сжаты, является прямая
линия, напряжения в точках кото-

рой равны нулю.
Эта прямая линия называется нулевой,  или нейтральной линией. Урав-

нение нулевой линии имеет вид

1 02 2+ + =
z z

i

y y

i
p

y

p

z
. (8.3)

Очевидно, что нейтральная линия не проходит через центр тяжести поперечно-
го сечения. Для ее построения необходимо знать величину отрезков, которые
она отсекает на осях координат. Их величина определяется по формулам

Рис. 33. Внецентренное сжатие бруса
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a
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= - = -
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где a y  и az  -отрезки, отсекаемые нейтральной линией соответственно на осях
                      координат Y, Z;
                   Главные центральные радиусы инерции сечения iy и iz  определя-
ются по формулам

i
J
F

i
J
Fy

y
z

z= =; . (8.5)

При внецентренном сжатии опасными являются точки, наиболее уда-
ленные от нулевой линии. Если пределы прочности материала на растяжение
и сжатие различны, условия прочности записываются отдельно для опасных
точек в растянутой и сжатой зонах:
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                           (8.6)

где y*, z* - координаты точки, наиболее удаленной от нулевой линии в
                     растянутой зоне;

 y**, z** - то же в сжатой зоне.

Координаты точек  определяются по чертежу с учетом их знаков, а величина
сжимающей силы подставляется в формулы со знаком минус.

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ № 8

Короткий чугунный брус с заданным поперечным сечением (рис.34) сжи-
мается силой Р, приложенной в точке D. Определить из условия прочности
бруса допускаемое значение силы Рд .
Числовые данные к задаче: a = 0,08 м; b = 0,12 м; a = 0,5; пределы прочности
чугуна при растяжении sвр = 280 МПа, при сжатии sвс= 1000 МПа; запас проч-
ности  принять n = 1,5.

1.Определение геометрических характеристик поперечного сечения.
Заданное сечение (рис.34) рассматриваем как сложное, состоящее из двух

прямоугольников: большого сплошного со сторонами a и b и прямо-
угольного отверстия со сторонами 0,5 a и 0,6 b.

 За исходные координатные оси принимаем оси к z1 и y.  На рис.34 в этой
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системе координат показаны положения центров тяжести прямоугольников
(точки С1 и С2) и их главные центральные оси y1,,z1, y2,  z2. Центр тяжести
всего сечения обозначен через O. Он располагается на оси симметрии у, поэ-
тому вычисляется  только одна его координата уC :

;
21

2211

FF
yFyFyC -

-
=

где F1 и F2  -  площади большого прямоугольника и отверстия;
y1 и y2 -  координаты  их   центров  тяжести.

Подсчитываем геометрические характеристики поперечного сечения бру-
са.
Площади составляющих
фигур

;см96812 2
1 =×=F

.см8,282,74 2
2 =×=F

Площадь сечения всей
фигуры:

F F F= - =1 2

==-= 2см2,678,2896
.см102,67 24-×=

Абсциссы центров тяже-
сти составляющих фигур:

y1 = 0;     y2 = 2,4 см.

Абсцисса центра тяже-
сти всей фигуры:

.см03,1
8,2896

4,28,28096
-=

-
×-×

=Cy

Центр тяжести сечения лежит на оси Y  (точка О) слева от точки С1 на
расстоянии yс. Главные центральные оси сечения - Y, Z.

Главные центральные моменты инерции составного сечения относительно
осей Y, Z вычисляются с помощью зависимостей между моментами инерции
относительно параллельных осей, одна из которых  центральная:
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Моменты инерции прямоугольников относительно собственных главных
центральных осей равны
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       Рис. 34.  Поперечное сечение бруса
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Расстояния между главными центральными осями Y, Z и собственными
главными центральными осями составляющих фигур определяются по чер-
тежу.

Расстояние между главной центральной осью Y и осями y1,y2:
a1 = а2 = 0, так как главные центральные оси у1 и y2 составляющих фигур

совпадают с главной  центральной осью Y сечения;
расстояния между главной центральной осью Z и осями z1, z2:
 b1 = 1,03 см,
b2 = 1,03 + 2,4 =3,43 см .

Подставив найденные величины в формулы для вычисления главных цен-
тральных моментов инерции и учитывая, что осевой момент инерции отвер-
стия условно считается отрицательным, получаем
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Квадраты главных центральных радиусов инерции
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2.Определение положения нулевой линии.
По условию задачи сила Р приложена в точке D, координаты которой в си-
стеме главных центральных осей Y, Z определяются по рис. 34:

.м104см4

;м1097,4см97,4)03,16(
2

2

-

-

×==

×-=-=--=

P

P

z

y

Отрезки, отсекаемые нулевой линией на осях координат Y, Z:

м.1076,1см76,1
4
05,7

;м1037,2см37,2
97,4
76,11

2
2

2
2

-

-

×-=-=-=-=

×==
-

-=-=

p

y
z

p

z
y

z
i

a

y
ia

На осях координат Y, Z откладываются в масштабе величины найденных
отрезков и проводится нулевая линия.
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3. Вычисление максимальных нормальных напряжений в поперечном се-
чении бруса.

Максимальные напряжения возникают в точках, наиболее удаленных от
нулевой линии. В рассматриваемой задаче это точки D и E. В точке D напря-
жения сжимающие,  в точке E - растягивающие.

Координаты опасных точек находятся по рис. 34:
;м104см4;м1003,7см03,703,16 22 -*-* ×-=-==×==+== EE zzyy

.м104см4;м1097,4см97,4 22 -**-** ×===×-=-== DD zzyy
Максимальные растягивающие и сжимающие напряжения выражаются че-

рез внешнюю нагрузку;
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Допускаемая нагрузка Рдоп определяется из условий прочности бруса по
растягивающим и сжимающим напряжениям.

Допускаемые напряжения определяются по исходным данным для растя-
жения и для сжатия хрупкого материала, в рассматриваемом случае чугуна:
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Из условия прочности материала бруса на растяжение s sр
max

р[ ]£  опреде-
ляется величина допускаемой нагрузки

6* 10187631 ×£допP , откуда .кН4,296Н104,296 3 =×£*
допP

Из условия прочности на сжатие сс ][max s£s
6** 10667799 ×£допP   и .кН8,834Н108,834 3 =×£**

допP
В качестве допускаемой нагрузки принимается меньшая из двух получен-

ных, что обеспечивает прочность бруса как по растягивающим, так и по сжи-
мающим напряжениям, то есть .кН4,296=допP
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ЗАДАЧА № 9
Стальной вал постоянного сечения вращается с частотой n (об/мин) и пе-

редает мощность N (кВт). Требуется подобрать диаметр вала из условия его
прочности при совместном действии изгиба и кручения, если известны пре-
дел текучести материала sт и коэффициент запаса прочности
nт = 3.

Числовые данные берутся из табл.9, расчетные схемы по рис.35.
Необходимые характеристики материала приведены в табл.10.

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ № 9

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

Расчет вала на статическую прочность начинается с определения дейст-
вующих на него нагрузок. Нагрузки на вал передаются через шкивы или шес-
терни. Зная величину передаваемой мощности N и число оборотов в минуту
n, можно определить величину крутящего момента, действующего на участке
вала между шкивами по формуле

÷
ø
ö

ç
è
æ ×

=
×

=×
×p
×

×=
с

мкН02,1
с

мкг102кВт1;мкН3002,1
n
NM кр                 (9.1)

По величине крутящего момента вычисляются окружные усилия, прило-
женные к шкивам и  передающиеся на вал. Эти усилия раскладываются на
вертикальные и горизонтальные составляющие.

Усилия, передающиеся на
вал через шестерню зубча-
того зацепления:

.sin

;cos

;2;
2

a=

a=

==

PP

PP
D
MPDPM

z

y

к
к

Усилия, передающиеся на вал через шкив ременной передачи:

.sin

;cos;3

;
2

;
222

2

a=

a==

=

=-=

QQ

QQtQ
D

M
t

DtDtDtM

z

y
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Рис. 35. Расчетные схемы валов
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Таблица 9
Числовые данные к задаче № 9

Номер
строки

Номер
расч.

схемы

Размер, м N, n,
Марка
стали

по
рис. 35

a B c D1 D2 кВт об/мин

1 1 0,5 0,3 0,3 0,4 0,6 20 120 10
2 2 0,4 0,5 0,5 0,2 0,6 15 380 20
3 3 0,3 0,7 0,3 0,3 0,5 10 380 25
4 4 0,4 0,3 0,5 0,2 0,4 16 280 3
5 5 0,6 0,8 0,4 0,4 0,6 18 280 30
6 6 0,4 0,5 0,3 0,3 0,6 12 120 35
7 7 0,5 0,3 0,3 0,2 0,5 14 120 4
8 8 0,6 0,4 0,5 0,5 0,5 20 280 10
9 9 0,4 0,6 0,3 0,4 0,4 15 380 3
0 10 0,8 0,4 0,7 0,3 0,5 17 380 30

з ж а б в Г д ж е

Таблица 10
Механические характеристики сталей

Предел Предел Предел выносливости
Марка
стали

текучести
тs , МПа

прочности
вs , МПа

при изгибе
1-s , МПа

при кручении
1-t , МПа

3
4
10
20
25
30
35

250
280
250
250
280
300
320

420
460
340
420
460
500
540

170 - 220
190 - 250
160 - 190
170 - 220
190 - 250
200 - 270
220 - 300

100 -130
-

80 - 120
100 - 130

-
110 - 140
130 – 180

Примечание. Если t-1 в таблице не дано, то используется эмпирическая
формула t-1 »  0,6 s-1.

Нагрузки, действующие на вал, вызывают его кручение и изгиб в двух вза-
имно перпендикулярных плоскостях. Для расчета вала на прочность следует
построить эпюры изгибающих моментов в вертикальной My и гори-
зонтальной Mz плоскостях и эпюру крутящих моментов Мкр.

Условие прочности вала записывается для опасного сечения, в котором
расчетный (приведенный) момент имеет максимальную величину.

По третьей гипотезе прочности расчетный момент в опасном сечении вы-



78

числяется по формуле
M M M Mр y z к= + +2 2 2 ,                                  (9.2)

где     МP - расчетный момент;
Мy , Мz - изгибающие моменты в рассматриваемом сечении вала;

Мкр - крутящий момент в этом же сечении.
Если положение опасного сечения не очевидно, вычисляются расчетные момен-
ты для нескольких сечений вала и для дальнейшего расчета выбирается сечение
с наибольшим расчетным моментом.

Из условия прочности вала
M
W

M

d
р

и

р
max max

[ ],= £
p

s3

32

                                           (9.3)

где M р
max  - максимальный расчетный момент;

Wи - момент сопротивления сечения при изгибе;
          [s] - допускаемое напряжение, определяемое по пределу текучести sт

                    и запасу прочности nт отношением [ ]s s
= т

тn
вычисляется требуемое значение диаметра вала

d
M p³
×

32
3

max

[ ]
.

p s
                                                         (9.4)

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №9

Стальной вал постоянного сечения (рис.36, а) вращается с постоянной уг-
ловой скоростью n = 120 об/мин и передает через шкив диаметром D2 = 0,6
м мощность N = 20 кВт.

Подобрать диаметр вала из условия его прочности, если вал изготовлен из
стали марки Ст.  50 с пределом текучести материала sт = 380 МПа  и коэф-
фициент запаса прочности по отношению к пределу текучести nт= 3.

Остальные числовые данные к задаче:
а = 0,3 м;  в = 0,3 м;  с = 0,2 м; D1 = 0,3 м.

1.Определение нагрузок, передающихся на вал.
На рис.36, а показаны усилия, приложенные к шкиву (сечение D) и к ше-

стерне (сечение B).
Крутящий момент, передаваемый через шкив на вал:

.кНм62,1
120

203002,1
120

30,021 =
×p
×

×=
×p
×

×=
NM к
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Нагрузки, действующие на вал, определяются с учетом того, что окружные
усилия, приложенные к шкивам, при переносе их в центр поперечного сече-
ния вала  приводятся к силам, изгибающим его в двух плоскостях, и скручи-
вающему  моменту.

.кН1,860cos2,1660cos

;кН03,1460sin2,1660sin

;кН2,164,5332

;кН4,5
6,0
62,122

;0
;кН8,10

;кН8,10
3,0
62,122

2

1

====

====

=×==+=

=
×

==

==
===

=
×

==

oo

oo

QQQ

QQQ

tttQ
D
Mt

PP
PPP

D
MP

yг

zв

к

yг

zв

к

Расчетная схема вала показана
        на рис. рис.36, б.

2. Построение эпюр изгибающих и крутящего моментов.
Из условий нагружения вала следует, что он испытывает кручение на уча-

стке BD постоянным крутящим моментом мкН62,1 ×=крM , эпюра которого
показана на рис.36, в.

Схема нагрузок, приложенных к валу в вертикальной плоскости, представ-
лена  на рис.36,г. Для построения эпюры изгибающих моментов от действия
этих сил, вал рассматривается как простая двухопорная балка, для которой
следует вычислить вертикальные опорные реакции:

;кН12,24

;06,08,003,143,083,10;0

=

=×-×+×=å
C

C

z

zA

R

Rm

.кН72,0

;02,003,143,08,106,0;0

=

=×+×-×=å
A

A

z

zC

R

Rm

Проверка вычислений опорных реакций:

.,,,,; 003141248107200 »-+-=åY

Шкив В

Шкив D
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Рис 36. Расчетная схема и эпюры моментов внутренних усилий в попереч-
ных сечениях вала

Вычисляем изгибающие моменты от действия вертикальных сил в харак-
терных сечениях вала:

.мкН80,22,003,14;0

;мкН216,03,072,0;0

×-=×-=-==

×=×=×==

cQMM

aRMM

z
C
y

D
y

z
B
y

A
y A

По вычисленным значениям построена эпюра изгибающих моментов My
от действия сил, расположенных в вертикальной плоскости  (рис.36,д).

На рис.36,  е показаны нагрузки, приложенные к валу в горизонтальной
плоскости (для наглядности чертежа схема  повернута на 90o ).
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Для построения эпюры изгибающих моментов от действия этих сил вычисля-
ются горизонтальные опорные реакции:

.кН7,2;02,01,86,0;0

;кН8,10;08,01,86,0;0

-==×+×=

==×-×=

å
å

AA

CC

yyC

yyA

RRm

RRm

Проверка  определения горизонтальных опорных реакций:
Y R R Qy y yA C
= + - = - + - =å 0 2 7 10 8 8 1 0; , , , .

Изгибающие моменты в характерных сечениях вала:

.мкН62,12,01,82,0;0

;мкН81,03,07,2;0

×-=×-=×-==

×-=×-=×==

y
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z
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aRMM
A

По вычисленным значениям момента строится эпюра Mz (рис.36,ж).
3. Подбор поперечного сечения (определение диаметра вала).
Материал вала - сталь марки Ст.50, допускаемое напряжение для которой

.МПа127
3

380][
т

т ==
s

=s
n

Опасным для вала является сечение С, так как в этом сечении действует
крутящий момент, а изгибающие моменты в вертикальной и горизонтальной
плоскостях максимальны (рис.36 в, д, ж).

Величины моментов в сечении С :
.мкН62,1;мкН62,1;мкН806,2 ×=×=×=

„CC крСzy MMM

Расчетный момент по третьей гипотезе прочности

.мкН62,362,162,1806,2 222222max ×=++=++== крCzCyC
C
pp MMMMM

Искомый диаметр вала:
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ЗАДАЧА № 10
Для стального вала постоянного сечения, рассмотренного в предыдущей

задаче, выполнить проверочный расчет на прочность при напряжениях  в его
поперечных сечениях, циклически изменяющихся во времени. Считается,
что нормальные напряжения изменяются по симметричному циклу, а каса-
тельные - по пульсационному.

В расчете учесть влияние на прочность вала концентрации напряжений,
создаваемой наличием шпоночных канавок в сечениях, где имеются шкивы,
и влияние прессовой насадки подшипников - в опорных сечениях. Обработка
поверхности вала - тонкая обточка.

Нормативный запас усталостной прочности принять [n] = 1,5.
Усилия, приложенные к валу и входящие в расчет, берутся из решения за-

дачи № 9; механические характеристики материала - из  табл.10. Необхо-
димые справочные данные приводятся в методических указаниях к данной
задаче.

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ № 10

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

Основные понятия.
 Многие детали машин в процессе эксплуатации подвергаются действию

напряжений, циклически изменяющихся во времени, что приводит к появле-
нию микротрещин, их росту и, как следствие этого, к разрушению матери-
ала. Разрушение под действием повторно-переменных напряжений называет-
ся усталостным разрушением или усталостью материала.

 Способность материала сопротивляться усталостному разрушению назы-
вается выносливостью. Проверочный расчет на выносливость сводится к вы-
числению запаса усталостной прочности и сравнению его с нормативным .

1.Характеристики циклов напряжений.

    Рис. 37. График изменения циклического
   напряжения во времени
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Напряжения, периодически изменяющиеся во времени, называются цик-
лическими. На рис.37 показана зависимость циклического напряжения от
времени.

Основные характеристики цикла:
smin - минимальное напряжение цикла;
smax - максимальное напряжение;

s
s s

m =
+max min

2
 - среднее напряжение цикла;                            (10.1)

s
s s

a =
-max min

2
 - амплитудное напряжение цикла.

Каждый цикл  характеризуется его коэффициентом   асимметрии

max

min
s
s

=r .                                                       (10.2)

Частными случаями циклов являются симметричный и пульсационный,
графики которых приведены на рис.38.

Основные характеристики этих циклов следующие:
симметричный цикл

s s s s s
s
smin max max

min

max
; ; ; ;= - = = = = -m a r0 1             (10.3)

пульсационный  цикл
s s s smin max; , ; .= = = =0 0 5 0m a r                            (10.4)

2. Предел выносливости.
Максимальное напряжение цикла, при котором стандартный образец вы-

держивает неограниченное число циклов нагружений, не разрушаясь, назы-
вается пределом выносливости материала. Для предела выносливости приня-
то обозначение sr, (r - коэффициент асимметрии цикла).

Для симметричного цикла r = - 1, поэтому предел выносливости, опреде-
ляемый при чистом изгибе, обозначается s-1, а при чистом кручении t-1.

3.Коэффициент снижения предела выносливости.
На величину предела выносливости материала,  кроме коэффициента

асимметрии цикла, влияет целый ряд различных факторов, в первую очередь

Рис.43. Циклы напряжений:
а - симметричный; б - пульсационный

б)а)
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концентрация напряжений, размеры образца или детали, качество обра-
ботки поверхности.

Для того чтобы учесть влияние этих  факторов, вводятся соответствую-
щие коэффициенты, величины которых определяются экспериментально или
из теоретических предпосылок и приводятся в справочной литературе. При
решении рассматриваемой задачи используются таблицы 11-14, в которых
приводятся:
ks,  kt - эффективные коэффициенты концентрации для нормальных и касатель-
ных напряжений и коэффициенты снижения предела выносливости при прес-
совой посадке подшипников (табл.11,12);
es, et - коэффициенты влияния абсолютных размеров сечения  соответственно
для нормальных и касательных напряжений (табл.13).

yt - коэффициент чувствительности материала к асимметрии цикла
(табл.14).

Коэффициент влияния качества обработки поверхности b  определяется
по графикам, приведенным на рис.39.

Совместное влияние всех указанных факторов на величину предела вы-
носливости детали учитывается коэффициентами снижения предела вынос-
ливости по нормальным и  касательным напряжениям k

д дs tи k , вычисля-
емым по эмпирическим формулам:

11;11
-

b
+

e
=-

b
+

e
=

t

t
t

s

s
s

k
k

k
k

дд
                      (10.5)

4.Запас усталостной прочности (выносливости).
 Запас усталостной прочности по нормальным напряжениям при симмет-

ричном цикле нагружения определяется по формуле

aд
k

n
s

s
=

s

-
s

1 ,                                             (10.6)

где s-1 - предел выносливости материала;
sа - амплитудное напряжение цикла.

Запас усталостной прочности по касательным напряжениям при несим-
метричном цикле определяется по формуле

maд
k

n
ty+t

t
=

tt

-
s

1  ,                                               (10.7)

где t-1 - предел выносливости материала при кручении;
ta, tm - амплитудное и среднее напряжения цикла.

Запас выносливости вала при совместном действии изгиба и кручения оп-
ределяется по эмпирической формуле
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22
ts

ts

+
=

nn

nnn  .                                         (10.8)

Очевидно, что вычисленный запас выносливости должен быть не менее
нормативного.

Таблица 11
Эффективные коэффициенты концентрации напряжений ks , kt

для валов со шпоночными канавками

Эффективные коэ-
ффициенты

концентрации

Предел прочности материала вs , МПа

ks , kt 400 500 600 700 800 1000

sk  - при изгибе 1,40 1,50 1,60 1,72 1,80 2,00

tk  - при кручении 1,30 1,40 1,50 1,60 1,70 1,90

Таблица 12
Коэффициенты снижения предела выносливости вала

при прессовой посадке подшипника

Коэффициенты Диаметр Коэффициенты ss e/k  и tt e/k  для предела
прочности материала вs , МПа

мм 400 500 600 700

ss e/k
30
50
£100

2,25
2,75
2,95

2,50
3,05
3,28

2,75
3,36
3,60

3,00
3,66
3,94

tt e/k
30
50
£100

1,75
2,05
2,17

1,90
2,23
2,37

2,05
2,52
2,56

2,20
2,60
2,76

Таблица 14
Значения коэффициентов чувствительности материала

к асимметрии цикла sy , ty

Материал sy ty
Углеродистая сталь Вs =400...500 МПа 0,05 0,0
Углеродистая  и легированная сталь

Вs =500...800 МПа
0,10 - 0,15

0,05
Легированная сталь Вs =800...1200 МПа 0,15 - 0,20 0,05 - 0,10
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Таблица 13
Значение масштабного фактора es = et

в зависимости от диаметра вала d

Материал Коэффициенты tt e/k  при диаметре d, мм
10 20 30 40 50 70

Углеродистая сталь
Вs =400...500 МПа 0,89 0,92 0,88 0,85 0,82 0,76

Углеродистая  и леги-
рованная сталь
Вs =500...800 МПа

0,97 0,89 0,85 0,81 0,78 0,73

Легированная сталь
Вs =800...1200 МПа 0,95 0,86 0,82 0,77 0,74 0,69

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №10

Произвести проверку на усталостную прочность вала, рассмотренного в
задаче № 9. В расчете принять, что нормальные напряжения изменяются по
симметричному циклу, а касательные - по пульсационному.

Учесть факторы, снижающие предел выносливости: концентрацию напря-
жений, размеры и способ обработки поверхности детали. Нормативный запас
усталостной прочности [n] = 1, 5. Обработка поверхности вала - тонкая об-
точка.

Необходимые данные для проверочного расчета вала взяты из условия за-
дачи № 9.

Рис. 39. Зависимость коэффициента качества обработки
поверхности b  от предела прочности материала
       1 - зеркальное полирование; 2 - тонкое шлифование;

       3 - тонкая обточка; 4 - наличие окалины



87

1.Определение максимальных напряжений в сечении.
Для рассчитываемого вала опасным является сечение С, где моменты

максимальные (см. рис.36).
Диаметр вала  был определен при решении предыдущей задачи № 9.

d = 66 мм =66 × 10 -3 м.
Вычисляем моменты сопротивления сечения вала при его изгибе и кручении:

.м104,56
16

)1066(
16

;м102,28
32
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=
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По эпюрам моментов (см.рис.36 в, ж, д) находим крутящий и изгибающие
моменты, действующие  в сечении С: крутящий момент Mк = 1,62 кНм; изги-
бающие моменты My = 2,806 кН×м и  Mz = 1,62 к×Нм.

Максимальные нормальные напряжения от совместного действия изгибов
в двух плоскостях:

.МПа114Па10114
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)1062,1()10806,2( 6
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Максимальные касательные напряжения от кручения
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==t
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2.Определение характеристик циклических напряжений.
 По условию задачи нормальные напряжения изменяются по симмет-

ричному циклу, следовательно
.1;МПа114;0 max -==s=s=s ram

Касательные напряжения изменяются по пульсационному циклу
.0;МПа35,1470,285,05,0 max ==×=t=t=t ram

3.Механические характеристики материала.
 Необходимые характеристики материала выписываются из справочника

или из табл.10: для стали марки  Ст.50: sТ = 380 МПа; sв = 700 МПа;
s-1 = 300 МПа; t-1 = 180 МПа.

4.Вычисление коэффициентов снижения предела выносливости.
Из табл. 11 - 14 выписываются коэффициенты, необходимые для расчета.

Сечение С является опорным, и концентрация напряжений создается прессо-
вой посадкой подшипника.

Используя данные табл.13 (при sв = 700 МПа и d = 66 мм), путем линей-
ной интерполяции находим

k ks

s

t

te e
= =3 70 2 65, ; , .
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По рис.39 определяем коэффициент влияния качества обработки повер-
хности при тонкой обточке:

b = 0,85.
Коэффициент чувствительности материала к асимметрии цикла берется из
табл.14:

yt = 0,05.

Коэффициенты снижения предела выносливости с учетом всех рас-
смотренных факторов имеют следующие значения:

k
k

k k

д

д

s
s

s

t
t

t

e b

e b

= + - = + - =

= + - = + - =

1 1 3 7 1
0 85

1 3 88

1 1 2 65 1
0 85

1 2 83

,
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,
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5.Определение запаса усталостной прочности.
 Запас усталостной прочности при изгибе и кручении:

n
k

n
k

д
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s
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t
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s
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t
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=
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Запас усталостной прочности при совместном действии изгиба и круче-
ния:

n
n n

n n
n=

+
=

×

+
= < =s t

s t
2 2 2 2

0 68 4 1

0 68 4 1
0 67 15, ,

, ,
, [ ] , .

Запас усталостной прочности вала не обеспечен, так как он меньше нор-
мативного. Диаметр вала необходимо увеличить или ввести упрочняющую
обработку.

Примечание. Если опасным является сечение, в котором насажен шкив, то
концентрация напряжений создается за счет шпоночной канавки и для опре-
деления коэффициентов ks, kt, es и et нужно использовать табл.11 и 13.
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ЗАДАЧА  № 11

Для стального стержня длиной l,  cжимаемого силой Р, требуется:
1) подобрать размеры поперечного сечения стержня из условия его ус-

тойчивости при допускаемом напряжении на сжатие [s] = 160 МПа (расчет
проводить методом последовательных приближений по коэффициенту сни-
жения допускаемых напряжений  на сжатие);

2) найти величину критической силы и коэффициент запаса устойчивости
nу.

Числовые данные для расчета следует взять из табл.15, расчетные схемы -
по рис. 40.

Рис. 40. Расчетные схемы сжатых стержней и их поперечные
сечения
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Таблица 15
                     Числовые данные к задаче №11

Номер
строки

Номер расч.
схемы

по рис. 40

Сила
Р, кН

Длина
 стержня

l, м
1 1 500 2,5
2 2 480 3,9
3 3 450 2,8
4 4 300 3,2
5 5 350 2,7
6 6 370 3,5
7 7 360 3,0
8 8 460 2,7
9 9 370 2,6
0 10 400 3,1

з ж б

МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ № 11

Основные теоретические сведения  и расчетные  формулы

 При сжатии гибкого стержня  осевой силой  возможна  потеря его устой-
чивости, при которой ось стержня искривляется и начальная прямолинейная
форма равновесия нарушается. Минимальная сжимающая сила, превышение
которой вызывает потерю устойчивости, называется критической силой.

При расчетах сжатых стержней на устойчивость встречаются следующие
основные задачи:

1. Вычисление величины критической силы;
2. Определение допускаемого значения сжимающей силы;
3. Подбор сечения стержня по условию его устойчивости;
4. Определение запаса устойчивости стержня.
Величина критической силы вычисляется по формуле Эйлера или Ясин-

ского в зависимости от гибкости рассматриваемого стержня.
Под гибкостью стержня понимается безразмерная величина, вычисляемая по
формуле

,
mini

lm
=l                                                 (11.1)

где l- длина стержня;
      imin - минимальный радиус инерции  поперечного сечения;

m - коэффициент, зависящий от способа закрепления концов стержня.
Его значения для наиболее распространенных способов закрепления  приведе-
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ны в табл.16.
Формула Эйлера применима при условии, что критическое напряжение,

равное
P
F
кр , не превышает предела пропорциональности материала стержня.

Обычно это условие выражается формулой

l l³ пр ,                                                           (11.2)
где lпр  - предельная гибкость  стержня.
Для каждого материала lпр  определяется по выражению

l p
sпр

пц

E
= ,                                                               (11.3)

где Е - модуль упругости материала;
sпц - предел пропорциональности материала стержня.

Например, для стали марки Ст.3 при E = 2×105 МПа, sпц = 200 МПа и пре-
дельная гибкость lпр = 100.

Если расчетная гибкость стержня больше или равна предельной, то для
вычисления критической силы применяется формула Эйлера:

P
EJ
lкр =

p
m

2

2
min

( )
,                                                       (11.4)

если гибкость меньше предельной,  то для вычисления критической силы ис-
пользуется эмпирическая формула,  предложенная Ясинским:

P a b Fкр = - × ×( ) ,l                                                   (11.5)

(для стали  Ст3 МПа14,1МПа,310 == ba ).
Наряду с расчетами по формуле Эйлера или Ясинского при расчетах сжа-

тых стержней на устойчивость широко применяется метод, в котором усло-
вие устойчивости сжатого стержня записывается в следующем  виде:

N
F

£  [s]у = j × [s]с,                                                  (11.6)

где N- сжимающая сила;
       F - площадь поперечного сечения стержня;
   [s]у - допускаемое напряжение при расчете стержня на устойчивость;
   [s]с - допускаемое напряжение материала стержня при сжатии;

j - коэффициент снижения допускаемого напряжения.
Величина коэффициента j зависит от гибкости стержня l и материала, из

которого он изготовлен. Для малоуглеродистой стали (Ст.3) его можно  оп-
ределить по табл.17.

Таблица 16
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Коэффициенты приведения длины m
в зависимости от способа закрепления концов cтержня

Таблица 17

Величины коэффициентов j для стали Ст. 3
в зависимости от гибкости l

l j l j l j
0

10
20
30
40
50
60

1,00
0,99
0,96
0,94
0,92
0,89
0,86

70
80
90
100
110
120
130

0,81
0,75
0,69
0,60
0,52
0,45
0,40

140
150
160
170
180
190
200

0,36
0,32
0,29
0,26
0,23
0,21
0,199

Условие устойчивости позволяет найти допускаемое значение сжимаю-
щей силы:

P N= = F ×j × [s]сж.                                      (11.7)

Поскольку условие устойчивости  включает в себя два параметра F  и j,
зависящие друг от друга, при подборе сечения стержня следует использовать
способ проб, заключающийся в том, что задаются значением одного из па-
раметров, например j, определяют из условия устойчивости площадь сече-
ния, а  затем проверяют, удовлетворяется ли условие

N
F

 = j × [s]сж.

Если условие удовлетворяется, то расчет на этом заканчивается, если нет,
то задаются новым значением j*и аналогичный расчет повторяется до тех

Схема
закрепления

Коэффициент
m 2 1 0,7 0,5
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пор, пока условие устойчивости не будет удовлетворено.
Запас устойчивости nу сжатого стержня

n
P
Pу
кр=                                                            (11.8)

показывает, во сколько раз критическая сила больше заданной или допус-
каемой.

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ №11

Стальной стержень длиной l =2,8  м
заданной формы поперечного сечения
сжимается силой Р = 411кН (рис.41).

Требуется:
 1) подобрать размеры поперечного

сечения стержня (расчет производить
методом последовательных прибли-
жений по коэффициенту j );

2) найти величину критической силы
Ркр и вычислить запас устойчивости
стержня nу. Материал стержня сталь
Ст.3; допускаемое напряжение на сжа-
тие [s]с=160 МПа.

1. Определение геометрических характеристик сечения стержня через ис-
комый размер сечения a:

площадь сечения

;21,5
4

23 2
2

aaaaF =
p

-×=

размер a

a F
=

5 21,
.

Главные центральные  моменты инерции

J a a a a

J
a a a

a

x

y

=
×

- =

=
×

- =

2 3
12 64

4 45

3 2
12 64

1 95

3 4
4

3 4
4

( ) , ;

( )
, .

p

p

Минимальный момент инерции
J J aymin , .= = 1 95 4

Минимальный радиус инерции

Рис. 41. Расчетная схема сжатого
стержня и его поперечное сечение
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i J
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a
a
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min ,
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1 95
5 21

0 611
4
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Для заданного варианта закрепления по табл. 16 выбирается коэффициент
приведения длины m = 0,7.

Гибкость стержня

l
m

= =
×

=
l

i a amin

, ,
,

, .0 7 2 8
0 611

3 21

2.Подбор поперечного сечения стержня.
Из условия устойчивости площадь поперечного сечения

.
][ сжs×j

³
PF

Как указывалось выше, в условии устойчивости неизвестными вели-
чинами являются j и F, которые можно найти методом последовательных
приближений, для чего задается одна из неизвестных величин -j .

Для первого приближения примем j1 = 0,5.
Тогда соответствующая площадь поперечного сечения стержня

F м1

3

6
4 2411 10

0 5 160 10
51 4 10=

×
× ×

= × -

,
, .

Находим параметр  а:

a
F

м1
1

4
2

5 21
51 4 10

5 21
3 14 10= =

×
= ×

-
-

,
,

,
, .

Проверяем, соответствует ли допускаемая нагрузка для подобранного се-
чения заданной силе.
Гибкость стержня при a м1

23 14 10= × -,

l = =
×

=
-

3 21 3 21
3 14 10

102
1

2
, ,

,
.

a
  По табл. 17 следует найти соответствующий коэффициент j . Значения l = 102
в таблице нет, поэтому искомое значения коэффициента j определяется линей-
ной интерполяцией:

при l = 100 j100 = 0,60;
при l = 110 j110 = 0,5;

j j j
j j

1 102 100
100 110

10
102 100 0 6 0 6 0 52

10
2 0 584* ( ) , , , , .= = -

-
- = -

-
× =

     Соответствующая допускаемая сила
.кН3,480103,48010160104,51584,0][ 364

1
*
11

=×=××××=s××j= - НFPдоп ,
      Расхождение между заданной силой и полученной
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P P

P
зад доп

зад
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=1 100

411 480 3
411

100 16 9%
,

% , % .

Подобранное сечение не удовлетворяет условию устойчивости, так как до-
пускаемое расхождение между силами заданной и полученной расчетным пу-
тем не должно превышать 5 %.

Вычисления повторяются еще раз.
Второе приближение: новое значение коэффициента j2 определяется по

выражению:

j
j j

2
1 1

2
0 5 0 584

2
0 542=

+
=

+
=

* , , , .

Все вычисления, выполненные при первом приближении, повторяются, но
при новом значении j = j2:

%.5%85,1%100
411

6,418411
%100

;кН6,41810160104,47552,0][

;552,0
10

6)52,06,0(6,0
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10411
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34
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=
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P
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FP
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   Расхождение между силами  составляет менее 5 %, что приемлемо. Тогда ис-
комый размер .см3м1002,3 2

2 »×== -aa
3.Определение критической силы.
 Для подобранного сечения расчетная гибкость стержня

l = =
×

=-
3 21 3 21

3 10
1072

, ,
.

a
Предельная гибкость для стали марки Ст.  3 равна 100, поэтому критиче-

скую силу следует вычислять по формуле Эйлера, так как l>lпр .
Минимальный момент инерции принятого сечения стержня

.см158395,195,1 444
min =×=== aJJ y

  Критическая сила

кН812Н10812
)8,27,0(

10158102
)(

3
2

8112

2
min

2
=×=

×
××××p

=
m

p
=

-

l
EJPкр

  Запас устойчивости сжатого стержня:

n
P

Pу
кр= = =

812
411

1 98, .
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Сортамент прокатной стали



97

Таблица П1.

Сталь прокатная угловая равнополочная
ГОСТ 8509-72
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    Продолжение табл. П1.
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    Окончание табл. П1.
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Таблица П2.

Сталь прокатная угловая неравнополочная
 ГОСТ 8510-72



101

Окончание табл. П2.
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                                                                    Таблица П3.

                    Сталь горячекатаная.
       Балки двутавровые.   ГОСТ  8239-72
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                                                                     Таблица П4.

               Сталь горячекатаная.
Швеллеры с уклоном  внутренних граней полок
                ГОСТ 8240-72
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