Министерство образования и науки РФ
ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Методические указания и варианты расчётной работы
для студентов 1-2 курсов технических специальностей.

Для выполнения типового расчета по обыкновенным дифференциальным уравнения (д. у.) рекомендуется изучить теоретический материал по следующим  вопросам:
Дифференциальные уравнения первого и высших порядков [1-10].

1. Основные понятия теории д.у. Задача Коши для д.у. первого порядка. Формулировка теоремы существования и единственности решения задачи Коши.

2. Д.у. первого порядка: с разделяющимися переменными, однородные и приводящиеся к однородным.

3. Линейные уравнения первого порядка, уравнения Бернулли.

4. Уравнения в полных дифференциалах.

5. Д.у. высших порядков, допускающие  понижение порядка.

6. Линейный дифференциальный оператор, его свойства. Линейное однородное дифференциальное уравнение, свойства его решений.

7. Условие линейной независимости решений линейного однородного дифференциального уравнения.

8. Линейное однородное д.у. Фундаментальная система решений. Структура общего решения.
9. Линейное неоднородное д.у. Структура общего решения.

10. Метод Лагранжа вариации произвольных постоянных.

11. Линейные  однородные д.у. с постоянными коэффициентами (случай простых и кратных корней характеристического уравнения вещественных и комплексных).

12. Линейные неоднородные д.у. с постоянными коэффициентами с правыми частями специального вида. Метод подбора частного решения по виду правой части с помощью неопределенных коэффициентов.

13. Решение линейных неоднородных уравнений с правой частью неспециального вида методом Коши.
ЗАДАЧИ № 1-15
Задачи № 1-№ 5. Уравнения первого порядка: с разделяющимися переменными и приводящиеся к ним, однородные и приводящиеся к однородным, линейным уравнения, уравнение Бернулли, уравнение в полных дифференциалах.
Задача № 6. Смешанные задачи на д.у. первого порядка. Определить тип уравнения и указать в общем виде метод решения.
Задача № 7.  Смешанные задачи на д.у. первого порядка. Определить тип уравнения и решить.

Задача  № 8. Уравнения, допускающие понижение порядка.
Задача  № 9. Однородные линейные д.у. второго и высших порядков.
Задача  № 10 - №11. Неоднородные линейные уравнения с постоянными коэффициентами с правой частью специального вида.
Задача  № 12. Метод Лагранжа, метод вариации постоянных.
Задача № 13. Решить методом Коши задачу Коши для линейных неоднородных д.у. с непрерывной правой частью неспециального вида.

Задача № 14. Решить методом Коши задачу Коши.
Задача № 15. Решить методом Коши задачу Коши для д.у. с разрывной правой частью.
Задача № 16. Решить неоднородную систему ОДУ методом вариации произвольных постоянных.
Дифференциальные уравнения первого порядка, разрешенные относительно производной. Общие сведения
Д.У. первого порядка это равенство, содержащее неизвестную функцию 
[image: image1205.bmp], производную 
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 и переменную 
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, от которой зависит 
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. Общий вид д.у. первого порядка
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Обычно уравнение (1) стараются представить в форме, разрешенной относительно производной:
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или в форме, содержащей дифференциалы:
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От формы (2) можно перейти к форме (3) и наоборот.

В самом деле, если в уравнении (2) заменить 
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 через 
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, умножить обе части уравнения на 
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 и перенести все члены в одну сторону, то получим
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Что представляет собой форму (3), где 
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Наоборот, член уравнения (3) вправо и разделить обе части уравнения на 
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d

)

y

,

x

(

N

, предполагая, что 
[image: image15.wmf]0

)

y

,

x

(

N

¹

, то получим 
[image: image16.wmf])

y

,

x

(

N

)

y

,

x

(

M

x

d

y

d

-

=

, т.е. форму (2), где  
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Таким образом, Формы (2) и (3) совершенно равноправны, в дальнейшем используется та или другая форма.

Еще раз подчеркнем, что для того, чтобы от формы (2), перейти к форме (3) надо 
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 записать как отношение 
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 деленное на 
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Чтобы от формы (3) перейти к форме (2), из равенства (3) надо выразить отношение (частное) 
[image: image23.wmf]x
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Дифференциальному уравнению удовлетворяет, вообще говоря, целая система функций.

Для выделения одной из них следует указать ее значение при каком-либо значении аргумента 
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, которое называют начальным условием. Часто его записывают в виде
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 EMBED Equation.3  [image: image28.wmf]0
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Решение уравнения (2) с условием (4) называют еще задачей Коши.

Решение.
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) д.у. (2), зависящие от произвольного постоянного С, называется общим решением (общим интегралом) д.у. (2), если путем подбора значений произвольного постоянного из него можно получить частное решение (частный интеграл), удовлетворяющее любому возможному начальному условию 
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 EMBED Equation.3  [image: image32.wmf]0
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. (смотри теоремы существования и единственного решения задачи Коши).
Практически для определения С следует подставить в общее решение (общий интеграл) вместо 
[image: image33.wmf]y
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 заданные значения  
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 и разрешить уравнение
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Относительно произвольного С.  Пусть  
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, тогда частное решение будет 
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Перейдем к рассмотрению отдельных типов дифференциальных уравнений, нахождение общих решений (общих интегралов) которых сводится к выполнению обычных операций вычисления интегралов.
В задачах № 1 - № 5 найти общее решение 
[image: image41.wmf])
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 и, где указано, решить задачу Коши.

Задача № 1. Уравнения с разделяющимися переменными и приводящиеся к ним.

Дифференциальное уравнение 
[image: image43.wmf]dx
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 называется уравнением с разделенными переменными, его общий интеграл имеет вид
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Уравнение  
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, в котором коэффициенты при дифференциалах распадаются на множители, зависящие только от  
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  и только от 
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 называется уравнением с разделяющимися переменными.

Путем деления на произведение  
[image: image48.wmf])
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 оно приводится к уравнению с разделенными переменными:
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Общий интеграл этого уравнения имеет вид
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Замечание. Деление на 
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 может привести к потере частных решений, обращающих в ноль произведение 
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Дифференциальное уравнение
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 - постоянные,  заменой  переменных   
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уравнение с разделяющимися переменными.

Пример 1. 
Решить уравнение  
[image: image56.wmf].
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Решение. Разделим обе части уравнения на произведение  
[image: image57.wmf])
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Получим уравнение с разделенными переменными. Интегрируя его, найдем
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После потенцирования получим
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Откуда  
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Получили общий интеграл этого уравнения. Функции  
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Ответ: 
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Пример 2.
Найти частное решение уравнения  
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Решение.  Имеем    
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Разделяем переменные, для этого обе части уравнения делим на произведение 
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Интегрируя, найдем общий интеграл
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в качестве производной константы  
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После потенцирования, получим  
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Найдем константу 
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Искомое частное решение или решение задачи Коши 
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Упражнения. Решить уравнения
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Решить уравнения с разделяющимися переменными:
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Задача 2.  Однородные дифференциальные уравнения.

Дифференциальное уравнение (д.у.)
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Упражнения. Решить уравнения
1. 
[image: image158.wmf]0

y

d

)

y

x

(

x

d

)

y

2

x

(

x

2

2

=

-

+

+

.              Ответ: 
[image: image159.wmf]C

x

x

y

3

y

3

2

3

=

-

-

.

2. 
[image: image160.wmf]x

2

y

3

x

y

+

=

¢

.                                               Ответ: 
[image: image161.wmf]x

x

C

y

2

/

3

-

=

.

3. 
[image: image162.wmf]y

2

x

y

x

y

-

-

=

¢

.                                               Ответ: 
[image: image163.wmf]C

y

2

y

x

2

x

2

2

=

+

-

 .

4. 
[image: image164.wmf]y

d

y

x

d

y

dy

x

=

-

. Соберем коэффициенты при 
[image: image165.wmf]y

d

и

x

d

  
[image: image166.wmf]x

d

y

y

d

)

y

x

(

=

-

.                                                 Ответ: 
[image: image167.wmf]0

y

;

)

y

ln

C

(

y

x

¹

-

=

.
Решить однородные дифференциальные уравнения.

	1.
	
[image: image168.wmf]0

xdy

dx

)

y

x

(

=

+

-

.

	2.
	
[image: image169.wmf]1

)

1

(

y

;

x

y

ln

y

y

x

=

=

¢

.

	3.
	
[image: image170.wmf])

x

ln

y

ln

(

y

y

x

-

=

¢

.

	4.
	
[image: image171.wmf]1

)

1

(

y

;

0

dx

y

dy

)

x

y

x

(

=

=

+

-

.

	5.
	
[image: image172.wmf]dx

)

x

y

x

y

(

dy

x

2

3

3

+

-

=

.

	6.
	
[image: image173.wmf]0

)

1

(

y

;

0

dy

x

dx

)

y

x

y

(

2

2

=

=

-

+

+

.

	7.
	
[image: image174.wmf]2

2

x

y

y

y

x

-

+

=

¢

.

	8.
	
[image: image175.wmf]0

)

1

(

y

;

x

y

e

y

x

y

=

+

=

¢

.

	9.
	
[image: image176.wmf]2

2

2

y

x

y

x

2

+

=

¢

×

.

	10.
	
[image: image177.wmf]1

)

0

(

y

;

y

x

xy

2

y

2

2

=

-

=

¢

.

	11.
	
[image: image178.wmf]0

dy

)

x

3

y

2

(

dx

)

y

3

x

4

(

=

-

+

-

.

	12.
	
[image: image179.wmf]0

)

1

(

y

;

x

x

y

arctg

)

y

y

x

(

=

=

-

¢

.

	13.
	
[image: image180.wmf]0

dy

)

x

y

(

dx

)

x

y

(

=

+

+

-

.

	14.
	
[image: image181.wmf]1

)

0

(

y

;

0

dx

y

x

2

dy

)

x

3

y

(

2

2

=

=

+

-

.

	15.
	
[image: image182.wmf]y

x

x

y

y

+

=

¢

.

	16.
	
[image: image183.wmf]0

)

1

(

y

;

x

y

sin

y

x

x

y

sin

y

x

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

×

¢

.

	17.
	
[image: image184.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

¢

x

y

sin

x

y

y

.

	18.
	
[image: image185.wmf]2

)

1

(

y

;

x

y

tg

x

y

y

x

p

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

-

¢

.

	19.
	
[image: image186.wmf]y

x

y

x

y

+

-

=

¢

.

	20.
	
[image: image187.wmf]1

)

1

(

y

;

0

dy

xy

dx

)

y

x

(

2

2

=

=

-

+

.

	21.
	
[image: image188.wmf]0

dy

x

dx

)

y

x

(

=

+

-

.

	22.
	
[image: image189.wmf]0

)

1

(

y

;

y

e

x

y

x

x

y

=

+

=

¢

.

	23.
	
[image: image190.wmf]dy

y

x

dy

x

dx

y

2

2

=

+

.

	24.
	
[image: image191.wmf]0

)

1

(

y

;

y

)

xy

x

2

(

y

y

x

2

2

=

¢

×

+

=

+

.

	25.
	
[image: image192.wmf]y

)

e

y

(

x

x

y

=

+

¢

.

	26.
	
[image: image193.wmf]1

)

1

(

y

;

x

2

y

y

y

x

2

2

=

+

=

¢

×

.

	27.
	
[image: image194.wmf]x

y

tg

x

y

y

x

+

=

¢

.

	28.
	
[image: image195.wmf]0

)

1

(

y

;

y

x

y

x

y

=

-

+

=

¢

.

	29.
	
[image: image196.wmf]2

2

y

x

y

y

x

-

=

-

¢

.

	30.
	
[image: image197.wmf]1

)

0

(

y

;

0

dx

xy

2

dy

)

y

x

(

2

2

=

=

-

+

.


Задача 3. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка.
Линейным дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение линейное относительно неизвестной функции и ее производной. Оно имеет вид
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1) методом вариации произвольной постоянной, который состоит в том, что

решение уравнения (1) находится в виде


[image: image203.wmf]ò

=

-

dx

)

x

(

p

e

)

x

(

C

y

, где  
[image: image204.wmf])

x

(

С

- новая неизвестная функция.

2) уравнение (1) может быть проинтегрирован с помощью подстановки    
[image: image205.wmf])

x

(

V

)

x

(

U

y

×

=

, где 
[image: image206.wmf])

x

(

V

и

)

x

(

U

 - неизвестные функции от 
[image: image207.wmf]x

.
3) решение уравнения (1) можно найти еще и по формуле
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Замечание.  Может оказаться, что дифференциальное уравнение линейно относительно 
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Упражнения. Решить уравнения
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Уравнение линейное относительно функции 
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Решить линейные дифференциальные уравнения первого порядка:
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Задача 4.  Уравнение Бернулли.
Уравнение Бернулли имеет вид 
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Уравнение (2) умножим на  
[image: image268.wmf](

)

a

-

1



[image: image269.wmf])

x

(

q

)

1

(

y

)

x

(

p

)

1

(

y

y

)

1

(

1

a

-

=

×

a

-

+

¢

×

a

-

a

-

a

-

  или
                          
[image: image270.wmf])

x

(

q

)

1

(

z

)

x

(

p

)

1

(

z

a

-

=

a

-

+

¢

                                                     (3)
(3) – линейное уравнение относительно переменной  
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Таким образом, уравнение Бернулли можно привести к линейному уравнению.

Замечание. Уравнение Бернулли может быть проинтегрировано также методом вариации постоянной, как линейное уравнение и с помощью подстановки 
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Пример 5. 

Решить уравнение Бернулли  
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       Приведем уравнение к виду
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Получили 
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Уравнение следует переписать в виде
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Обе части уравнения следует умножить на  
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Решить уравнения Бернулли:
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Задача 5. Уравнения в полных дифференциалах.
Дифференциальное уравнение вида
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называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая часть представляет полный дифференциал некоторой функции 
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Для того, чтобы уравнение (1) являлось уравнением в полных дифференциалах, необходимо и достаточно, чтобы в некоторой области  
[image: image331.wmf]D
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В этом случае общий интеграл имеет вид  
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Пример 6. 
Решить уравнение   
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Решение. Проверим является ли данное уравнение уравнением в полных дифференциалах
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Получили, что 
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Найдем функцию 
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Из первого уравнения, интегрированием по 
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Упражнения. Решить уравнения
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 уравнение в полных дифференциалах.
Проинтегрировать уравнения в полных дифференциалах:
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Задача 6. Смешанные задачи на дифференциальные уравнения первого порядка.
Смешанные задачи на дифференциальные уравнения первого порядка.

Определить тип дифференциального уравнения и указать в общем виде метод его решения:
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Упражнения.

Определить тип уравнения и указать в общем виде метод решения:
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Определить тип уравнения и указать в общем виде метод решения:
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Задача 7.  Смешанные задачи на дифференциальные уравнения первого порядка.
Упражнения. Определить тип уравнения и решить его:
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Определить тип уравнения и решить:
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Задача 8. Дифференциальные уравнения высших порядков, допускающие понижение порядка.
Укажем три вида дифференциальных уравнений, допускающих понижение порядка
I. Уравнение вида  
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После n– кратного интегрирования получается общее решение.
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Из последнего уравнения, если это возможно, определяют 
[image: image488.wmf](

)

k

n

2

1

C

,

...

,

C

,

C

,

x

f

z

-

=

, а затем находят  
[image: image489.wmf]y

  из уравнения
                                       
[image: image490.wmf](

)

k

n

2

1

)

k

(

C

...,

,

C

,

C

,

x

f

y

-

=

,

[image: image491.wmf]k

 – кратным интегрированием.

III. Уравнение не содержит независимого переменного
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Подстановка 
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Пример 8. 

Найти общее решение уравнения      
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Пример 9.  Решить уравнение    
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Решение.

Данное уравнение не содержит искомой функции  
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Разделяя переменные, найдем 
[image: image505.wmf])

C

x

(

sh

z

1

+

=

, заменяя на 
[image: image506.wmf]y

¢

¢

, получим 
[image: image507.wmf])

C

x

(

sh

y

1

+

=

¢

¢

. Интегрируя последовательно, будем иметь 
                                
[image: image508.wmf];

C

)

C

x

(

ch

y

2

1

+

+

=

¢

 
                            
[image: image509.wmf]3

2

1

C

x

C

)

С

x

(

sh

y

+

+

+

=

.   
Ответ: 
[image: image510.wmf]3

2

1

C

x

C

)

С

x

(

sh

y

+

+

+

=

.

Пример 10. Решить уравнение  
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Заменяя  
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Замечание. При решении задачи Коши для уравнений высших порядков целесообразно определять значения постоянных 
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Пример 11.   Решить задачу Коши 
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Решение.
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Разделяя переменные, найдем 
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Но если использовать начальные условия  
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Упражнения. Решить уравнения.
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Решить уравнения, допускающие понижение порядка
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Задача 9. Линейные дифференциальные уравнения 2– го и n–го порядка. 
Линейные однородные уравнения с постоянными коэффициентами.
Рассмотрим  дифференциальное уравнение
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которому удовлетворяет 
[image: image578.wmf]l

.

Уравнение (3) называется характеристическим уравнением.
Пусть 
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Возможны следующие случаи:
1) 
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Тогда фундаментальная система решений уравнения (1) имеет вид 
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2) Корни характеристического уравнения вещественные, но среди них есть кратные. Пусть, например,
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Фундаментальная система решений в этом случае имеет вид
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3) среди корней характеристического уравнения есть комплексные числа.

Пусть  для определенности
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[image: image591.wmf],

x

sin

e

,

x

cos

e

,

x

sin

e

,

x

cos

e

x

x

x

x

d

×

d

×

b

×

b

×

g

g

a

a


                                          
[image: image592.wmf],

e

,

...

,

e

,

e

x

x

x

n

6

5

l

l

l


а общее решение

             
[image: image593.wmf].

e

C

...

e

C

e

C

x

sin

e

C

x

cos

e

C

x

sin

e

C

x

cos

e

C

y

x

n

x

6

x

5

x

4

x

3

x

2

x

1

.

o

.

o

n

6

5

l

l

l

g

g

a

a

+

+

+

+

+

d

×

+

d

×

+

b

×

+

b

×

=


4) в случае, если  
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Пример 12. Найти общее решение уравнения  
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Пример 13.  Найти общее решение уравнения  
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Решение.

Характеристическое уравнение имеет вид  
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Пример 14. Решить уравнение   
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Решение.
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Пример 15. Решить уравнение  
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Решение.

Характеристическое уравнение  
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Упражнения. Проинтегрировать следующие однородные линейные уравнения.
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Решить однородные дифференциальные уравнения с постоянными коэффициентами:
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Указание. Воспользоваться формулой извлечения корня 
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Задача 10. Линейные неоднородные уравнения с постоянными коэффициентами и с правой частью специального вида. Метод подбора или метод неопределенных коэффициентов.
Дано уравнение  
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Общее решение неоднородного уравнения или уравнения с правой частью 
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Для правых частей специального вида частное решение можно найти так называемым методом подбора.
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Замечание. Первые два вида являются частными случаями III вида.
Пример 16. Найти общее решение уравнения  
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Решение.
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[image: image705.wmf]0

1

2

3

=

-

l

+

l

-

l

 имеет различные корни 
[image: image706.wmf]i

,

i

,

1

3

2

1

=

l

-

=

l

=

l

, поэтому общее решение 
                                
[image: image707.wmf]x

sin

C

x

cos

C

e

C

y

3

2

x

1

.

o

.

o

+

+

=

.

Находим частное решение  
[image: image708.wmf]x

x

)

x

(

f

y

2

.

н

.

ч

+

=

; это многочлен 
[image: image709.wmf]0

;

x

x

)

x

(

P

2

2

=

a

+

=

– не является корнем х.у., поэтому
                                  
[image: image710.wmf]C

x

B

x

A

)

x

(

P

~

y

2

2

.

н

.

ч

+

+

=

=

,

А, В, С – неопределенные (неизвестные) коэффициенты.
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Решая систему, находим  
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Пример 17.  Решить уравнение  
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Приравнивая коэффициенты при 
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Замечание. Если правая часть уравнения  
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Упражнения. Определить вид частного решения.
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Для следующих линейных неоднородных дифференциальных уравнений определить вид частного решения не находя числовых значений коэффициентов:
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Упражнения. Решить уравнения.
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Замечание. Следует найти отдельно два частных решения  
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Задача 11. Решить следующие линейные неоднородные уравнения с правой частью специального вида методом подбора частного решения по виду правой части.
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Задача 12. Метод вариации произвольных постоянных, метод Лагранжа.
Рассмотрим метод вариации произвольных постоянных для уравнения второго порядка
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Если известна фундаментальная система решений соответствующего однородного уравнения
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Пример 18.  Решить  уравнение  
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Упражнения.  Решить уравнения.
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Решить методом вариации произвольных постоянных следующие уравнения:
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Пример 19.  Решить методом Коши
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Найдем нормированную  ф.с.р.:
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Задача 13. Решить неоднородные линейные дифференциальные уравнения с правой частью неспециального вида методом Коши.
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Задача 14. Решить неоднородные линейные дифференциальные уравнения с разрывной правой частью методом Коши.
Пример 20. Решить методом Коши
                           
[image: image937.wmf],

2

)

0

(

y

,

1

)

0

(

y

),

x

(

f

y

4

y

3

y

=

¢

=

=

-

¢

+

¢

¢


                           
[image: image938.wmf]î

í

ì

>

£

<

-

=

.

1

x

,

0

,

1

x

0

,

x

1

)

x

(

f

2


Решение. Составим характеристическое уравнение: 
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Задача 15.  По условию задачи составить дифференциальное уравнение и решить его.
Дифференциальные уравнения являются математической моделью реальных процессов. При составлении д.у. мы  пользуемся законами конкретных наук, таких как физика, химия, биология, экономика. Рассмотрим несколько примеров.
Механический смысл д.у. второго порядка.
Предположим, что материальная точка массы  
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 движется вдоль оси 
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 под влиянием сил:
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1) сила сопротивления среды   
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, определяемая опытным путем. При малых скоростях сила сопротивления среды пропорциональна первой степени скорости,  
[image: image1017.wmf]a

– коэффициент пропорциональности. При больших скоростях сила сопротивления пропорциональна квадрату скорости;
2) восстанавливающая сила, стремящаяся вернуть точку в положение равновесия, т. е. сила упругости 
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 - внешняя сила, направленная вдоль оси 
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По второму закону Ньютона сила инерции  
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Есть дифференциальное уравнение движения материальной точки. Разделим на 
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 обе части уравнения (1)  и введем обозначения:
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К уравнению (1) или (3) приводят следующие задачи:

а) колебания математического маятника
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– малое отклонение от положения равновесия.
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– уравнение свободных гармонических колебаний;


б) колебательный контур
Последовательный колебательный контур состоит из последовательно включенных источника тока, напряжение которого изменяется по закону  
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– постоянные).
Найти силу тока в контуре в установившемся (периодическом) режиме.


Последовательный  колебательный контур представляет собой электрическую цепь с четырьмя узлами  
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Откуда  
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 обозначена сила тока, идущего от узла  
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  к узлу  у).
Для падения напряжения 
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  к узлу  у имеем
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Согласно второму закону Кирхгофа электродвижущая сила в цепи равна сумме падений напряжения на индуктивности, сопротивлении и емкости
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Получилось интегро-дифференциальное уравнение, которое относится к одному из наиболее сложных типов уравнений.

Продифференцировав уравнение (1), придем к обычному дифференциальному уравнению для определения силы тока для 
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Замечание. Если общее решение линейного уравнение
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имеет вид  
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– периодическое с периодом 
[image: image1057.wmf]v
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– частное решение уравнения (3),  то говорят, что решение 
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– описывает переходный режим, а решение 
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– установившийся режим .

Можно доказать, что если все корни характеристического уравнения 
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 имеют отрицательные действительные части, то уравнение (3) имеет единственное 
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в) упругие колебания материальной точки массы   m   около положения равновесия

	
                         a             m

                                     
[image: image1063.wmf])

t

(

x


	
[image: image1064.wmf])

t

(

x

– отклонение от положения равновесия
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Обозначая  
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- свободные упругие колебания;


г)  задача о радиоактивном распаде.
Из опыта известно, что скорость распада радиоактивного вещества пропорциональна количеству вещества в данный момент. Если 
[image: image1069.wmf])
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 – количество вещества, то 
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д) системы дифференциальных уравнений.

При описании некоторых процессов получаются системы д.у. Например, в химической кинетике получается система уравнений следующего вида: пусть 
[image: image1072.wmf]1
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– концентрации двух веществ, участвующих в реакции, тогда
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Геометрические приложения.
В геометрических задачах, в которых требуется найти уравнение кривой по данному свойству ее касательной, нормали или площади криволинейной трапеции, используется геометрическое истолкование производной (угловой коэффициент касательной) и интеграл с переменным пределом (площадь криволинейной трапеции с подвижной ограничивающей ординатой), а так же следующие общие формулы для определения длин отрезков касательной   t  , нормали   n, подкасательной St   и поднормали Sn.
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Пример 21.  Найти такую кривую, проходящую через точку (0, - 2), чтобы угловой коэффициент касательной в любой ее точке равнялся ординате этой точки, увеличенной в три раза.
Решение.

Допустим, что искомая кривая описывается функций  
[image: image1080.wmf])
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. Решим уравнение  
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Пример 22.  материальная точка массой 
[image: image1088.wmf]3
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кг  движется прямолинейно под действием силы, прямо пропорциональной времени, отсчитываемому от момента 
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Решение.

По второму закону Ньютона  
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Имеем 
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. Решим уравнение 
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.Произвольную постоянную С  найдем из условия: в момент 
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Найдем скорость, которая будет спустя минуту после начала движения:
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Пример 23. Тело массы  
[image: image1105.wmf]m

  скользит по горизонтальной плоскости под действием толчка, давшего начальную скорость 
[image: image1106.wmf]0
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Решение.

Уравнение движения имеет вид 
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[image: image1111.wmf];
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 найдем из начальных условий:  
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. Найдем момент времени t,  при котором тело остановится: 
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Пример 24. К источнику с э. д. с. равной 
[image: image1118.wmf]const

E

)

t

(

l

-

=

 подключается контур, состоящий из последовательно соединенных катушки индуктивности L, омического сопротивления   R и емкости С. Найти ток  I  в цепи как функцию времени  t,  если в начальный момент ток в контуре и заряд конденсатора равны нулю.

Решение. 

По условию задачи 
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Уравнение (4) аналогично уравнению свободных механических колебаний с учетом сопротивления среды. Решим уравнение (4).

Характеристическое уравнение 
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имеет корни  
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Если 
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 действительные и общее решение есть функция непериодическая. Соответственно апериодическим будет и ток. Никаких электрических колебаний в цепи не произойдет так же и при  
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Если же  
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где положено  
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  найдем, используя начальные условия (5)

                                   
[image: image1134.wmf]1

2

1

L

E

C

и

0

С

w

=

=

.

Таким образом   
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Упражнения. Составить дифференциальное уравнение и решить его.
1) На материальную точку масса  m  действует постоянная сила, сообщая точке ускорение   а . Окружающая среда оказывает движущейся точке сопротивление, пропорциональное скорости ее движения, коэффициент пропорциональности равен k. Как изменяется скорость движения со временем, если в начальный момент  точка находилась в покое?
Ответ:  
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2) Найти кривые, у которых поднормаль повсюду равна р.

Ответ: 
[image: image1137.wmf])
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3) Кривая проходит через точку (0; 1)  и обладает тем свойством, что в каждой ее точке тангенс угла касательной к этой кривой равен удвоенному произведению координат точки касания. Найти кривую.

Ответ:  
[image: image1138.wmf]2
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4) Сила тока в электрической цепи с омическим сопротивлением R и коэффициентом самоиндукции  L  удовлетворяет дифференциальному уравнению
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где  Е– электродвижущая сила. Найти зависимость силы тока 
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       Ответ:  
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Задача 15.  По условию задачи составить дифференциальное уравнение и решить его.
1. Определить кривую, проходящую через точку (3,4), если угловой коэффициент касательной в любой точке кривой равен квадрату ординаты точки касания.

2. Материальная точка с массой  
[image: image1144.wmf]m

 движется вдоль оси  
[image: image1145.wmf]Oy

, и на нее в каждый момент времени действует сила, пропорциональная отклонению точки от начала координат и направленная к началу координат. Найти закон движения точки, если в момент 
[image: image1146.wmf]0
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 она имела ординату 
[image: image1147.wmf]0
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 и скорость 
[image: image1148.wmf]0

v

.

3. Корабль замедляет свое движение под действием силы сопротивления воды, которая пропорциональна скорости корабля. Начальная скорость корабля 10 м/с, скорость его через 5 с  станет 8 м/с. Когда скорость уменьшится до 1 м/с?

4. Доказать, что кривая, угловой коэффициент касательной в любой точке которой пропорционален абсциссе точки касания, есть парабола.
5. Найти кривую, для которой угловой коэффициент касательной в какой-либо точке в  n  раз больше углового коэффициента прямой, соединяющей ту же точку с началом координат.
6. Определить путь S, пройденный телом за время  t, если  его скорость пропорциональная проходимому пути и если тело проходит 100 м  в 10 с  и  200 м   в  15 с.

7. Найти кривую, обладающую тем свойством, что отрезок касательной к кривой, заключенный между осями координат, делится в точке касания пополам.

8. Найти кривую, обладающую тем свойством, что величина перпендикуляра, опущенного из начала координат на касательную, равна абсциссе точки касания.

9. Определить кривую, у которой отношение отрезка, отсекаемого касательной на оси   к радиусу-вектору, равно постоянной величине.
10.  Найти кривую, для которой длина отрезка, отсекаемого на оси ординат нормалью, проведенной в какой-нибудь точке кривой, равна расстоянию этой точки от начала координат.

11. Точка массы  m  движется прямолинейно. На нее действует сила, пропорциональна времени (коэффициент пропорциональности  
[image: image1149.wmf]1

k

). Кроме того, точка испытывает сопротивление среды, пропорциональное скорости (коэффициент пропорциональности 
[image: image1150.wmf]2

k

). Найти зависимость скорости от времени, считая, что в начальный момент скорости равна нулю.
12. Найти кривые, обладающие тем свойством, что отрезок, который касательная в любой точке кривой отсекает на оси 
[image: image1151.wmf]Oy

, равен  квадрату абсциссы точки касания.

13. Найти кривую, в которой отрезок, отсекаемый касательной на оси ординат, равен полусумме координат точки касания.

14. Дана 
[image: image1152.wmf]R

L

– цепь с э.д.с. равной а) 
[image: image1153.wmf]const
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,  б) 
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. Найдите ток  
[image: image1155.wmf]i

  в цепи как функцию времени  
[image: image1156.wmf]t

,  если в начальный момент ток в контуре равен нулю.
15. Найти кривую, для которой произведение абсциссы какой-нибудь точки на величину отрезка, отсекаемого нормалью на оси  
[image: image1157.wmf]Oy

, равно удвоенному квадрату расстояния от этой точки до начала координат.

16. Найти время, нужное для того, чтобы упасть на Землю с высоты 400000 км (приблизительно расстояние Луны от центры Земли), если эта высоты исчисляется от центра Земли, и радиус равен приблизительно 6400 км.

17. Материальная точки движется по прямой со скоростью, обратно пропорциональной пройденному пути. В начальный момент движения точка находилась на расстоянии  5 м  от начала отсчета пути и имела скорость 
[image: image1158.wmf]20
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 м/с. Определить пройденный путь и скорость точки через 10 с   после начала движения.
18. Найти закон движения материальной точки массы   m   по прямой  ОА  под действием отталкивающей силы, обратно пропорциональной третьей степени расстояния точки  
[image: image1159.wmf]OM

x
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 от неподвижного центра О.

19. Определить кривую, у которой радиус кривизны равен постоянной величине.

20. Тело массой   m   падает с некоторой высоты со скоростью  v. При падении тело испытывает сопротивление, пропорциональной квадрату скорости. Найти закон движения падающего тела.

21. Материальная точка массы  m   движется прямолинейно под действием  силы  F, прямо пропорциональной времени от начала движения и обратно пропорциональной скорости v. Установить зависимость между скоростью   v  и временем  t, если при  
[image: image1160.wmf]0
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Указание: согласно второму закону Ньютона,  
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22. Тело движется прямолинейно с ускорением, пропорциональным произведению скорости движения  v  на  время  t.  Установить зависимость между скоростью и временем, если при  
[image: image1162.wmf]0
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23. Замедляющее действие трения на диск, вращающийся в жидкости, пропорционально угловой скорости  
[image: image1163.wmf]w

.  Выразить  
[image: image1164.wmf]w

 как функцию времени, если известно, что за  25  с   с начала движения угловая скорость снизилась со 100 об/с   до 50 об/с.

24. Найти кривую, проходящую через начало координат, и такую, что площадь треугольника, образованного касательной к кривой в некоторой точке, ординатой этой точки и осью  
[image: image1165.wmf]Ox

, пропорциональна площади криволинейной трапеции, образованной кривой, осью 
[image: image1166.wmf]Ox

 и ординатой этой точки.

25. Найти уравнение кривой, проходящей через точку 
[image: image1167.wmf](
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, если сумма длин ее касательной и подкасательной равна произведению координат точки касания.

26. Найти уравнение кривой, проходящей через точку (1;  2), если ее подкасательная вдвое больше абсциссы точки касания.

27. Найти уравнения кривых, у которых длина отрезка нормали постоянна и равна  а.

28. Найти уравнения   кривых,   у   которых   поднормаль   имеет   постоянную 
длину  а.

29. Найти уравнение кривой, проходящей через точку 
[image: image1168.wmf](
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, если для любого отрезка 
[image: image1169.wmf][
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 площадь криволинейной трапеции, ограниченной соответствующей другой этой кривой, равна отношению абсциссы  
[image: image1170.wmf]x

 концевой точки к ординате.
30. Найти уравнение кривой, проходящей через начало координат, если для любого отрезка 
[image: image1171.wmf][

]
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;

a

 площадь криволинейной трапеции, ограниченной соответствующей дугой этой кривой, равна кубу ординаты концевой точки дуги.

Задача 16.  Решить неоднородную систему ОДУ методом вариации произвольных постоянных.
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