
Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë. Îñíîâíûå ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 14

Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, åñëè å¼ ïðèðàùåíèå

∆y = f(x+ ∆x)− f(x) ïðåäñòàâèìî â âèäå: ∆y = A ·∆x+ o

(
∆x
)
,

ãäå A = const íå çàâèñèò îò ∆x.

Çàìå÷àíèå: Ïðè A 6= 0 äàííîå òîæäåñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî áåñêîíå÷íî ìàëàÿ A∆x ýêâè-

âàëåíòíà áåñêîíå÷íî ìàëîé ∆y, è, çíà÷èò, ñëóæèò äëÿ ïîñëåäíåé å¼ ãëàâíîé ÷àñòüþ.

Îïðåäåëåíèå: Ïðåäåë f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
, åñëè îí ñóùåñòâóåò íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé

ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x.

Çàìå÷àíèå: Èíîãäà äàííûé ïðåäåë óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå: lim
n→∞

f(x+ xn)− f(x)

xn
, ãäå

0 6= xn → 0 ïðè n→∞.

Òåîðåìà: Ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â äàííîé

òî÷êå ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x). Ïðè÷¼ì â ýòîì ñëó÷àå A = f ′(x).

Îïðåäåëåíèå: Íàçîâåì ãëàâíóþ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ A∆x = Adx äèôôåðåíöèàëîì ôóíê-

öèè f(x). Îáîçíà÷åíèå dy èëè df . Èìååì, dy = f ′(x) dx ⇒ f ′(x) =
dy

dx
.

Îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1.
[
αf(x) + βg(x)

]′
= αf ′(x) + βg′(x), (ëèíåéíîñòü);

2.
[
f(x) · g(x)

]′
= f ′(x)g(x) + g′(x)f(x), (ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ);

3.

[
f(x)

g(x)

]′
=
f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

g2(x)
, (ïðîèçâîäíàÿ ÷àñòíîãî);

4.
[
f
(
g(x)

)]′
= f ′

(
g(x)

)
· g′(x), (ïðîèçâîäíàÿ ñóïåðïîçèöèè);

Îïðåäåëåíèå: Âûðàæåíèÿìè f ′−(x) = lim
∆x→0−0

∆y

∆x
, f ′+(x) = lim

∆x→0+0

∆y

∆x
, îïðåäåëÿþòñÿ

ñîîòâåòñòâåííî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ïðîèçâîäíûå.

14.1. • Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà è n ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

n [f(x+ 1/n)− f(x)] = f ′(x).

Áóäåò ëè âåðíî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå? Òî åñòü, äîñòàòî÷íî ëè ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
n→∞

f(x+ xn)− f(x)

xn

äëÿ ôèêñèðîâàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
xn
}
, óáûâàþùåé ê 0, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèç-

âîäíîé f ′(x)?
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14.2. (991, 992, 993)

(à) • Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =

x2 sin
1

x
, ïðè x 6= 0,

0, ïðè x = 0.

íåïðåðûâíà è äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå, íî èìååò ðàçðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ;

(á) Ïðè êàêîì óñëîâèè íà ïàðàìåòð n ôóíêöèÿ

f(x) =

xn sin
1

x
, ïðè x 6= 0,

0, ïðè x = 0

- íåïðåðûâíà ïðè x = 0;

- äèôôåðåíöèðóåìà ïðè x = 0;

- èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ ïðè x = 0?

(â)Ïðè êàêîì óñëîâèè íà ïàðàìåòðû n è m > 0 ôóíêöèÿ

f(x) =


|x|n sin

1

|x|m
, ïðè x 6= 0,

0, ïðè x = 0,

èìååò:

- îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0;

- íåîãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ â ýòîé îêðåñòíîñòè?

14.3. (994, 995)

(à) • Íàéäèòå f ′(a), åñëè f(x) = (x− a)ϕ(x), ãäå ϕ(x) íåïðåðûâíà ïðè x = a.

(á) Ïóñòü ϕ(x) íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è ϕ(a) 6= 0. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) = |x− a| · ϕ(x)

íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x = a.

14.4. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ôóíêöèè:

(à) • èìåþùåé ïðîèçâîäíóþ òîëüêî â îäíîé òî÷êå;

(á) èìåþùåé ïðîèçâîäíóþ òîëüêî â òî÷êàõ x1, . . . , xn;

(â) èìåþùåé ïðîèçâîäíóþ òîëüêî â ñ÷¼òíîì ÷èñëå òî÷åê;

(ã) íåïðåðûâíîé, íî íå äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êàõ x1, . . . , xn;

(ä) íåïðåðûâíîé, íî íå äèôôåðåíöèðóåìîé â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.
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14.5. (997) • Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =

x
2 ·
∣∣∣cos

π

x

∣∣∣ , ïðè x 6= 0,

0, ïðè x = 0

èìååò òî÷êè íå äèôôåðåíöèðóåìîñòè â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0, íî äèôôåðåíöèðóåìà

â ýòîé òî÷êå.

14.6. Äëÿ ôóíêöèè f(x) îïðåäåëèòå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå f ′−(x), f ′+(x), è èññëå-

äóéòå å¼ íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü:

(à) • f(x) =
√

1− e−x2 ; (á) f(x) = x
√
ln(1 + x2);

(â) f(x) =

arctg
1

x
, ïðè x 6= 0,

0, ïðè x = 0;
(ã) f(x) =

√
sinx2.

Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f(x) èìååò ðàçðûâ â òî÷êå x = x0 èíîãäà ïîëó÷àåòñÿ íàéòè

îáîáùåííûå îäíîñòîðîííèå ïðîèçâîäíûå:

Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü x0 - òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà ôóíêöèè f(x). Âûðàæåíèÿ:

f ′−(x0) = lim
h→0−0

f(x0 + h)− f(x0 − 0)

h
, f ′+(x0) = lim

h→0+0

f(x0 + h)− f(x0 + 0)

h

íàçûâàþòñÿ îáîáù¼ííûìè îäíîñòîðîííèìè (ñîîòâåòñòâåííî ëåâîé è ïðàâîé) ïðîèçâîäíûìè

ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.

14.7. (1009.2)

Íàéäèòå îáîáù¼ííûå ïðîèçâîäíûå f ′−(x0) è f ′+(x0) â òî÷êàõ ðàçðûâà ôóíêöèè f(x), åñëè:

(à) • f(x) = arctg
1 + x

1− x
; (á) f(x) =

1

1 + e1/x
;

(â)f(x) = sgn(x− x3).

14.8.

(à) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a; b) è lim
x→a+0

f(x) = ∞. Òî

îáÿçàòåëüíî ëè: 1) lim
x→a+0

f ′(x) =∞, 2) lim
x→a+0

|f ′(x)| =∞ ?

(á) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a; b) è lim
x→a+0

f ′(x) = ∞. Òî
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îáÿçàòåëüíî ëè: lim
x→a+0

f(x) =∞ ?

14.9. Ïóñòü

f(x) =

g(x), ïðè x > a,

h(x), ïðè x < a.

Êàêèì óñëîâèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íåïðåðûâíûå ôóíêöèè g è h, ÷òîáû ôóíêöèÿ f

áûëà äèôôåðåíöèðóåìîé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé?

14.10. Ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ ïðè x = a. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

(à) lim
n→∞

n

(
f

(
a+

1

n

)
− f

(
a− 1

n

))
; (á) lim

x→a

anf(x)− xnf(a)

x− a
, n ∈ N;

(â) • lim
x→0

f(x)ex − f(0)

f(x) cosx− f(0)
, a = 0, f ′(0) 6= 0;

(ã) lim
n→∞

n

(
f

(
a+

1

n

)
+ f

(
a+

2

n

)
+ . . .+ f

(
a+

k

n

)
− k · f(a)

)
, k ∈ N− ôèêñèðîâàíî.

14.11. Èìåþò ëè ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x = 0, ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

(à) y = x · | sinx|; (á) y = x · |x3| ?

(â) Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è èìååò ïðîèçâîäíóþ íà R. Â êàêèõ òî÷êàõ ôóíê-

öèÿ |f(x)| èìååò ïðîèçâîäíóþ? Ïðè êàêîì óñëîâèè, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè |f(x)| ñóùåñòâóåò
íà R?

14.12. ? Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f(x), òàêîé ÷òî ∃ îãðàíè÷åííàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x)

âñþäó íà (−2; 2). È ìíîæåñòâî

{
± 1

n
, n ∈ N

}
åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà ôóíêöèè f ′(x).

14.13. ? Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò íà (0; +∞) íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ,

f(0) = 1, |f(x)| 6 e−x äëÿ ∀x > 0. Äîêàæèòå, ÷òî ∃x0 : f ′(x0) = −e−x0 .

14.14. ? Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x), äåéñòâóþùàÿ èç

R â R òàêàÿ, ÷òî äëÿ ∀ x ∈ R âûïîëíåíî:

f(x) > 0 è f ′(x) = f
(
f(x)

)
?

14.15. ? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå a, à ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè {xn} è {zn} òàêîâû, ÷òî ïðè êàæäîì n > 1

xn 6= a, zn 6= a, xn 6= zn; xn → a, zn → a ïðè n→∞.

Äîêàæèòå, ÷òî:

(à) lim
n→∞

f(xn)− f(zn)

xn − zn
íå îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò;

(á) åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðè êàæäîì n > 1 xn < a < zn, òî lim
n→∞

f(xn)− f(zn)

xn − zn
= f ′(a).
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Ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 15

Òåîðåìà 1: Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíà íà (a; b) è ñòðîãî ìîíîòîííà, òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

x = f−1(y) íåïðåðûâíàÿ íà (α; β), ãäå α = lim
x→a+0

f(x), β = lim
x→b−0

f(x).

Òåîðåìà 2: Ïóñòü y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà (a; b) è f ′(x) 6= 0 äëÿ ∀x ∈ (a; b). Òîãäà,

åñëè ∃f−1(y), òî f−1(y) äèôôåðåíöèðóåìà íà (α; β) è
[
f−1(y)

]′
=

1

f ′(x)
.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

x = ϕ(t);

y = ψ(t);
t ∈ (α; β) (∗)

Òåîðåìà 3: Åñëè ôóíêöèè ϕ(t) è ψ(t) íåïðåðûâíû íà (α; β) è ôóíêöèÿ ϕ(t) ñòðîãî ìîíîòîí-

íà íà ýòîì èíòåðâàëå, òî ñèñòåìà (∗) îïðåäåëÿåò y êàê îäíîçíà÷íóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

îò x : y = ψ
(
ϕ−1(x)

)
, íà (a; b), ãäå a = lim

t→α+0
ϕ(t), b = lim

t→β−0
ϕ(t).

Òåîðåìà 4: Ïóñòü ϕ(t), ψ(t) äèôôåðåíöèðóåìû è ϕ′(t) 6= 0, y(x) = ψ
(
ϕ−1(x)

)
. Òîãäà

y′x =
y′t
x′t

=
ψ′t
ϕ′t
.

15.1. (760) Íàéäèòå îáðàòíóþ ôóíêöèþ x = x(y), åñëè y = x+ [x].

15.2. (761, 762)

ïîêàæèòå, ÷òî

(à) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ y = y(x) (x ∈ R), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

óðàâíåíèþ Êåïëåðà

y − ε sin y = x (0 < ε < 1)

(á) óðàâíåíèå ctgx = kx äëÿ ∀k ∈ R èìååò â èíòåðâàëå (0;π) åäèíñòâåííûé íåïðåðûâíûé

êîðåíü x = x(k).

15.3. • ßâëÿåòñÿ ëè òðåáîâàíèå ìîíîòîííîñòè íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îäíî-

çíà÷íîé îáðàòíîé ôóíêöèè?

15.4. (764) Â êàêîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå y = f(x) è îáðàòíîå ê íåìó x = f−1(y) ïðåäñòàâ-

ëÿþò îäíó è òó æå ôóíêöèþ?

15.5. • Ìîæåò ëè áûòü íåïðåðûâíîé ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ðàçðûâíîé?
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15.6. (767, 769, 772) Îïðåäåëèòå îäíîçíà÷íûå íåïðåðûâíûå âåòâè îáðàòíûõ ôóíêöèé äëÿ

ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

(à) y = x2; (á) y =
2x

1 + x2
; (â) y = tgx.

15.7. (781) • Ïóñòü x = cht, y = sht, t ∈ R.
Â êàêèõ îáëàñòÿõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t ïåðåìåííóþ y ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê îäíî-

çíà÷íóþ ôóíêöèþ îò ïåðåìåííîé x? Íàéòè âûðàæåíèÿ y äëÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (x0; y0), òîãäà

y − y0 = y′x · (x− x0) − óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå (x0; y0);

y − y0 = − 1

y′x
· (x− x0) − óðàâíåíèå íîðìàëè â òî÷êå (x0; y0),

ãäå y′x− çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé â òî÷êå êàñàíèÿ.

15.8.

(à) Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê êðèâîé

γ : x = 2t− t2, y = 3t− t3

â òî÷êàõ: 1) t = 0; 2) t = −1; 3) t =∞

(á) Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé è íîðìàëè ê êðèâîé

γ : x =
2t+ t2

1 + t3
, y =

2t− t2

1 + t3

â òî÷êàõ: 1) t = 0; 2) t = −1; 3) t =∞

15.9. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êàðäèîèäåx = 2 cos t− cos 2t;

y = 2 sin t− sin 2t;

â òî÷êå t, åñëè:

(à) • t =
π

2
; (á) t =

3π

2
; (â) • t = π.

Çàìå÷àíèå: Áîëåå ïîäðîáíî îá ýòîé êðèâîé ìîæíî

óçíàòü èç îáçîðíîé ñòàòüè Â.Í. Áåðåçèíà "Êàðäèîè-

äà"//Êâàíò. � 1977, � 12.

66



15.10. (ïðèìåð òî÷êè âîçâðàòà êðèâîé)

Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé

x = 2t− t2, y = 3t− t3

â òî÷êå t = 1.

15.11. • Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê öèêëîèäå:x = a(t− sin t);

y = a(1− cos t);

â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå t = t0. Äàéòå ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ êàñàòåëüíîé ê öèêëîèäå.

Çàìå÷àíèå: Öèêëîèäà îïðåäåëÿåòñÿ êèíåìàòè÷åñêè êàê òðàåêòîðèÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷-

êè ïðîèçâîäÿùåé îêðóæíîñòè ðàäèóñà r, êàòÿùåéñÿ áåç ñêîëüæåíèÿ ïî ïðÿìîé.

15.12. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) çàäàíà óðàâíåíèåì:

r = a(1 + cosϕ), ϕ ∈
(

0;
2π

3

)
,

ãäå r è ϕ - ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè (x; y). Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê äàííîé

êðèâîé â òî÷êå ϕ0.

Çàìå÷àíèå: Òðåáóåòñÿ ïåðåéòè ê ïàðàìåòðè÷åñêîìó âèäó, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ïåðåõîäà

ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì: x = r cosϕ, y = r sinϕ.

15.13. (êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó) •

Ïóñòü y = y(x), x ∈ (−a; a) - ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íåÿâíî óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Âîçüì¼ì òî÷êó M0(x0; y0), ëåæàùóþ íà äàííîé êðèâîé. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé è

íîðìàëè ê ðàññìàòðèâàåìîé êðèâîé â äàííîé òî÷êå.
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15.14. Ïðîâåðüòå, ÷òî

Àñòðîèäà

(à) ëþáàÿ êàñàòåëüíàÿ ê ãèïåðáîëå

x2

a2
− y2

b2
= 1

îáðàçóåò ñ å¼ àñèìïòîòàìè òðåóãîëüíèê ïîñòîÿííîé ïëîùàäè.

(á) ó àñòðîèäû

x
2
3 + y

2
3 = a

2
3

äëÿ ëþáîé êàñàòåëüíîé äëèíà å¼ îòðåçêà, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó

îñÿìè êîîðäèíàò, ïîñòîÿííà.

Çàìå÷àíèå: Àñòðîèäà � ïëîñêàÿ êðèâàÿ, îïèñûâàåìàÿ òî÷êîé îêðóæíîñòè ðàäèóñà r,

êàòÿùåéñÿ ïî âíóòðåííåé ñòîðîíå îêðóæíîñòè ðàäèóñà R = 4r.

(â) ó òðàêòðèñû

x(t) = a

(
ln tg

t

2
+ cos t

)
, y(t) = a sin t, 0 < t < π,

äëÿ ëþáîé êàñàòåëüíîé äëèíà åå îòðåçêà îò òî÷êè êàñàíèÿ äî îñè OX ïîñòîÿííà.

(ã) ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ëþáîé íîðìàëè ê êðèâîé

x(t) = a (cos t+ t sin t) , y(t) = a (sin t− t cos t)

ïîñòîÿííî.

(ä) êàñàòåëüíûå ê êðèâîé

x(t) = a (t− sin t) , y(t) = a (1− cos t) ,

ïðîâåä¼ííûå â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì t0 è t0 + π, ïåðïåíäèêóëÿðíû ïðè ëþ-

áîì t0 6= kπ, k ∈ Z.

Çàìå÷àíèå: Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî êàñàòåëüíàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáÿçàíà èìåòü ñ ãðàôèêîì

ôóíêöèè åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó.

15.15. • Ïîñòðîéòå ïðèìåð ôóíêöèè, îòëè÷íîé îò ïîñòîÿííîé, ãðàôèê êîòîðîé èìååò

áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ êàñàòåëüíîé â ëþáîé îêðåñòíîñòè òî÷êè êàñà-

íèÿ.

15.16. ? Ïîñòðîéòå íåïðåðûâíîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïîëóèíòåðâàëà íà

íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè òàêîå, ÷òî îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå ðàçðûâíî.
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Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 16

Îïðåäåëåíèå: Ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà n îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêöèîííûì ñîîòíîøåíèåì:

f (0)(x) = f(x), f (n)(x) =
d

dx

[
f (n−1)(x)

]
(n = 1, 2, . . .).

Çàìå÷àíèå: Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ f (n)(x) íà èíòåðâàëå

(a; b), òî ïèøóò: f(x) ∈ C(n)(a; b). Â ÷àñòíîñòè, åñëè f(x) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå

âñåõ ïîðÿäêîâ íà (a; b), ýòî îáîçíà÷àþò: f(x) ∈ C(∞)(a; b).

Îïðåäåëåíèå: Äèôôåðåíöèàëû ïîðÿäêà n îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

dny = d(dn−1y) (n = 2, 3, . . .), ãäå ïðèíÿòî d1y = dy = y′dx.

Çàìå÷àíèå:

1. Åñëè x - íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ïîëàãàþò: d2x = d3x = . . . = 0. Â ýòîì ñëó÷àå

ñïðàâåäëèâî:

dny = y(n)dxn ⇔ y(n) =
dny

dxn
.

2. Åñëè y = f(x), à x = ϕ(t), òî

dy = y′xdx, dx = x′tdt ⇒ dy = y′x · x′tdt = y′tdt −

èíâàðèàíòíîñòü ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà.

d2y = d(y′xdx) = dy′x dx+ y′xd(dx) =
{
dy′x = y′′xxdx

}
= y′′xxdx

2 + y′xd
2x

Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ:

(ax)(n) = axlnna, (a > 0); (ex)(n) = ex;

(sinx)(n) = sin
(
x+

πn

2

)
;

(cosx)(n) = cos
(
x+

πn

2

)
;

(xm)(n) = m(m− 1) . . . (m− n+ 1)xm−n;

(lnx)(n) =
(−1)n−1(n− 1)!

xn
;

Òåîðåìà: (ôîðìóëà Ëåéáíèöà) Ïóñòü u(x) è v(x) - ôóíêöèè, èìåþùèå íà íåêîòîðîì ìíî-

æåñòâå E ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà äëÿ n−îé ïðîèçâîäíîé è n−îãî
äèôôåðåíöèàëà îò èõ ïðîèçâåäåíèÿ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

(u · v)(n) =
n∑
k=0

Ck
nu

(k)v(n−k), u(0) = u;

dn(u · v) =
n∑
k=0

Ck
nd

ku · d(n−k)v, d0u = u.
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16.1. • (íàðóøåíèå èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ)

Ïóñòü y(x) = x2. Íàéäèòå d2y â ñëó÷àå,

(à) x - íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ; (á) x = t2.

16.2. Íàéäèòå d2y äëÿ ôóíêöèé • y1 = ex, y2 = xx â ñëó÷àÿõ, êîãäà

(à) x - íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ; (á) x - ïðîìåæóòî÷íûé àðãóìåíò.

16.3. (1136) • Ïóñòü u(x) è v(x) - äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Íàéòè d2(umvn),

ãäå (m è n - ïîñòîÿííûå).

16.4. (1142, 1143) Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå y′x, y
′′
x2 , y

′′′
x3 îò ôóíêöèè y = y(x), çàäàííîé ïàðà-

ìåòðè÷åñêè, åñëè:

(à) x = a(t− sin t), y = a(1− cos t); (á) • x = et cos t, y = et sin t.

16.5. (1161, 1165) Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå óêàçàííîãî ïîðÿäêà:

(à) • y = x2e2x, y(20) = ?

(á) y = x2 sin 2x, y(50) = ?

(â) y = (x3 + 4x2 + 2)e2x, y(10) = ?

16.6. (1173, 1175) Ñ÷èòàÿ x íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, íàéäèòå äèôôåðåíöèàëû óêàçàííîãî

ïîðÿäêà:

(à) y = x cos 2x, d(10)y = ? (á) • y = cosx · chx, d(6)y = ?

16.7. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà n ôóíêöèè:

(à) f(x) = sin2 x, x ∈ R;

(á) f(x) = x2ex, x ∈ R;

(â) f(x) = sin ax · sin bx, a è b - ïîñòîÿííûå;

(ã) f(x) = sin ax · cos bx, a è b - ïîñòîÿííûå;

(ä) • f(x) = ex · sinx;

(å) f(x) = xn−1e1/x, x 6= 0, n > 1;

(æ) f(x) = xnlnx, x > 0, n > 1.
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16.8. (1211, 1212) Íàéäèòå dny, åñëè:

(à) y = xnex; (á) y =
lnx
x
.

16.9. Èñïîëüçóÿ ìíîãîêðàòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå, äîêàæèòå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(à) •
n∑
k=0

Ck
n sin

(
x+

πk

2

)
= 2n/2 sin

(
x+

πn

4

)
, x ∈ R, n > 1;

(á)
n∑
k=1

(−1)k−1

k
Ck
n = 1 +

1

2
+ . . .+

1

n
, n > 1.

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî äàííûõ óòâåðæäåíèé ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè âåñüìà òðóäî¼ìêî.

16.10. Ïîñòðîéòå ïðèìåð áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R

ôóíêöèè,

(à) • ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé ïðè ïîëîæèòåëüíûõ x è ðàâíîé 0 ïðè îòðèöàòåëüíûõ x;

(á) ïîëîæèòåëüíîé â åäèíè÷íîì èíòåðâàëå è ðàâíîé 0 âíå åãî;

(â) ? ðàâíîé 0 íà (−∞; 0], ðàâíîé 1 íà [1; +∞) è

ñòðîãî ìîíîòîííîé íà îòðåçêå [0; 1].

16.11. (1226,1227, 1228)

(à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà: Tm(x) =
1

2m−1
cos (m arccosx), (m = 1, 2, . . .)

óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(1− x2)T ′′m(x)− xT ′m(x) +m2Tm(x) = 0.

(á) • Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà: Pm(x) =
1

2mm!

[
(x2−1)m

](m)
, (m = 1, 2, . . .)

óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(1− x2)P ′′m(x)− 2xP ′m(x) +m(m+ 1)Pm(x) = 0.

(â) Ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà-Ëàãåððà îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé:

Lm(x) = ex(xme−x)(m), (m = 1, 2, . . .)

Íàéäèòå ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíà Lm(x), è äîêàæèòå, ÷òî Lm(x) óäîâëåòâîðÿåò

äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

xL′′m(x)− (1− x)L′m(x) +mLm(x) = 0.
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16.12. ? Çàôèêñèðóåì óäîáíîå íàì ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå ïîëîæèòåëü-

íîå ÷èñëî a. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ôóíêöèè f(x) ∈ C∞(−a; a), äëÿ êîòîðîé:

(à) lim
n→∞

|f (n)(0)|
n!

= 1; (á) lim
n→∞

|f (n)(0)|
n!

= +∞;

(â) lim
n→∞

f (n)(0)

n
= 1; (ã) lim

n→∞

f (n)(0)

n2
= 1.

16.13. Ïóñòü f(x) = sin (x13 + x15). Íàéäèòå f (43)(0).

16.14. ? Ïóñòü f(x) =
1− x+ x2

1 + x+ x2
. Íàéäèòå f (n)(0), (n = 1, 2, . . .).

16.15. ? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x)− äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿ-

þùàÿ óñëîâèÿì: f(0) = 1, f ′(0) = 0, è òàêàÿ, ÷òî äëÿ ∀x ∈ [0; +∞) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:

f ′′(x)− 5f ′(x) + 6f(x) > 0.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ∀x ∈ [0; +∞) ñïðàâåäëèâî: f(x) > 3e2x − 2e3x.

16.16. ? Ïóñòü f(x)− äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ (n + 1) ðàç

âî âñåõ òî÷êàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé R. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

a, b, a < b, òàêèõ, ÷òî

ln

(
f(b) + f ′(b) + . . .+ f (n)(b)

f(a) + f ′(a) + . . .+ f (n)(a)

)
= b− a

íàéä¼òñÿ ÷èñëî c ∈ (a; b), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f (n+1)(c) = f(c).

16.17. ? Íàéäèòå áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ f : (0; +∞) 7→ (0; +∞),

äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì x0 > 0 ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn+1 = f(xn)

óäîâëåòâîðÿåò àñèìïòîòè÷åñêîìó ðàâåíñòâó xn ∼
1

lnn
, n→ +∞.

16.18. ? Ñêîëüêî ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå ôóíêöèÿ f(x) =

xk sin
1

x
, ïðè x 6= 0,

0, ïðè x = 0,

è ñêîëüêî å¼ ïðîèçâîäíûõ íåïðåðûâíî â íóëå?

Çàìå÷àíèå: Äàííóþ çàäà÷ó èíòåðåñíî ñðàâíèòü ñ íîìåðîì 14.2.

16.19. ? Íàéäèòå âñå îïðåäåë¼ííûå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå

ôóíêöèè f(x) òàêèå, ÷òî f ′(x) · f ′′(x) = 0 äëÿ êàæäîãî x.

16.20. ? Ïóñòü f(x)− òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé

ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ òî÷êà ξ, ÷òî

f(ξ) · f ′(ξ) · f ′′(ξ) · f ′′′(ξ) > 0.
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Îñíîâíûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 17

ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðå-

òàöèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà

Òåîðåìà (Ðîëëÿ): Åñëè:

1. ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà [a; b];

2. f(x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x) íà (a; b);

3. f(a) = f(b);

Òîãäà íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî ξ ∈ (a; b), òàêîå, ÷òî f ′(ξ) = 0.

Òåîðåìà (Ëàãðàíæà): Åñëè:

1. ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà [a; b];

2. f(x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x) íà (a; b);

Òîãäà íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî ξ ∈ (a; b), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî:

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(ξ) (ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé).

Òåîðåìà (Êîøè): Åñëè:

1. ôóíêöèè f(x) è g(x) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà [a; b];

2. f(x) è g(x) èìåþò êîíå÷íûå ïðîèçâîäíûå f ′(x) è g′(x) íà (a; b);

3. g′(x) 6= 0, ïðè âñåõ x èç (a; b);

4. g(a) 6= g(b);

Òîãäà íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî ξ ∈ (a; b), òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå 4) â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû Êîøè ìîæåò áûòü îïóùå-

íî, ò.ê. åñëè g(a) = g(b), òî ôóíêöèÿ g(x) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ, à

ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîå ξ ∈ (a; b), ÷òî g′(ξ) = 0.

17.1. (1244) • Íàéäèòå íà êðèâîé y = x3 òî÷êó (x0, y0), êàñàòåëüíàÿ â êîòîðîé ïàðàëëåëüíà

õîðäå, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè A(−1;−1) è B(2; 8).

17.2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f(x),

(à) èìåþùåé ðàçðûâ â îäíîé òî÷êå îòðåçêà,

(á) íå èìåþùåé ïðîèçâîäíîé â îäíîé òî÷êå èíòåðâàëà,

(â) èìåþùåé ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ îòðåçêà,

äëÿ êîòîðîé íå âûïîëíÿåòñÿ çàêëþ÷åíèå òåîðåìû Ðîëëÿ.
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17.3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè g(x), íå èìåþùåé ïðîèçâîäíîé â îäíîé òî÷êå èíòåð-

âàëà, äëÿ êîòîðîé íå âûïîëíÿåòñÿ çàêëþ÷åíèå òåîðåìû Êîøè.

17.4. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ôóíêöèé f(x) è g(x),

(à) èìåþùèõ áåñêîíå÷íûå ïðîèçâîäíûå â îäíîé òî÷êå èíòåðâàëà,

(á) • èìåþùèõ íóëåâûå ïðîèçâîäíûå â îäíîé òî÷êå èíòåðâàëà,

äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿ çàêëþ÷åíèå òåîðåìû Êîøè.

17.5. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ôóíêöèé f(x) è g(x),

(à) • èìåþùèõ áåñêîíå÷íûå ïðîèçâîäíûå â îäíîé òî÷êå èíòåðâàëà,

(á) èìåþùèõ íóëåâûå ïðîèçâîäíûå â îäíîé òî÷êå èíòåðâàëà,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ çàêëþ÷åíèå òåîðåìû Êîøè.

Çàìå÷àíèå: Àíàëîãè÷íûå ïðèìåðû ìîæíî ïîñòðîèòü è äëÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà.

17.6. (1251) Äîêàæèòå íåðàâåíñòâà:

(à) | sinx− sin y| 6 |x− y|, äëÿ ∀x, y ∈ R;

(á) pyp−1(x− y) 6 xp − yp 6 pxp−1(x− y), åñëè 0 < y < x, p > 1;

(â) |arctgx− arctgy| 6 |x− y|, äëÿ ∀x, y ∈ R.

17.7. (1245) • Ïóñòü a · b < 0. Âåðíà ëè ôîðìóëà Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè f(x) =
1

x
íà

ñåãìåíòå [a; b]?

17.8. (1263, 1264)

(à) Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè f(x) = arctg
1 + x

1− x
è g(x) = arctgx èìåþò îäèíàêîâûå

ïðîèçâîäíûå â îáëàñòè (−∞; 1) ∪ (1; +∞). Âûâåñòè çàâèñèìîñòü ìåæäó ýòèìè ôóíêöèÿìè.

(á) Äîêàçàòü òîæäåñòâî: 2 arctgx+ arcsin
2x

1 + x2
= π · sgnx, ïðè |x| > 1.
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17.9. Ïóñòü f(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a; b). Ìîæíî ëè äëÿ

∀ ξ ∈ (a; b) óêàçàòü òî÷êè

x1, x2 ∈ (a; b) :
f(x2)− f(x1)

x2 − x1

= f ′(ξ)?

17.10. Äîêàæèòå, ÷òî åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ y = y(x), x ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ y′ − λy = 0 åñòü ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = Ceλx, ãäå

λ,C = const.

17.11. (1237) • Ïóñòü f(x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ â êàæäîé òî÷êå êîíå÷íîãî èëè

áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà (a; b) è ïóñòü lim
x→a+0

f(x) = lim
x→b−0

f(x). Äîêàæèòå, ÷òî

∃c ∈ (a; b) : f ′(c) = 0.

17.12. (1238, 1239) (îáîáù¼ííàÿ òåîðåìà Ðîëëÿ)

(à) • Ïóñòü âûïîëíåíî:

1. f(x) ∈ C(n−1)[x0;xn];

2. ∃f (n)(x) íà (x0;xn);

3. f(x0) = f(x1) = . . . = f(xn), (x0 < x1 < . . . < xn);

Äîêàæèòå, ÷òî ∃ξ ∈ (x0;xn) òàêîå, ÷òî f (n)(ξ) = 0.

(á) Ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ p è q âûïîëíåíî:

1. f(x) ∈ C(p+q)[a; b];

2. ∃f (p+q+1)(x) íà (a; b);

3. f(a) = f ′(a) = . . . = f (p)(a) = 0, f(b) = f ′(b) = . . . = f (q)(b) = 0;

Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ∃c ∈ (a; b) : f (p+q+1)(c) = 0.

17.13. (1254) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà, íî íå îãðàíè÷åíà íà êîíå÷íîì èí-

òåðâàëå (a; b). Äîêàæèòå, ÷òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) òàêæå íå îãðàíè÷åíà íà (a; b). Âåðíà ëè

îáðàòíàÿ òåîðåìà?
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17.14. (1258.1) • Äîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1. ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ñåãìåíòå [x0;X];

2. f(x) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x) â èíòåðâàëå (x0;X);

3. ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→x0+0

f ′(x) = f ′(x0 + 0),

òî ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâåííî êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ îäíîñòîðîííÿÿ ïðîèçâîäíàÿ

f ′+(x0) è
f ′+(x0) = f ′(x0 + 0).

Çàìå÷àíèå: Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è óòâåðæäåíèå íàñ÷¼ò ëåâîé ïðîèçâîäíîé.

Çàìå÷àíèå: Èç ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ìîæåò èìåòü òîëü-

êî òî÷êè ðàçðûâà II−ãî ðîäà. Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â

òî÷êå x0, òî f ′(x0) = f ′−(x0) = f ′+(x0).

17.15. (1266) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè:

1. ôóíêöèÿ f(x) èìååò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ f ′′(x) íà ñåãìåíòå [a; b], 2. f ′(a) = f ′(b) = 0,

òî â èíòåðâàëå (a; b) ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà òî÷êà c òàêàÿ, ÷òî

|f ′′(c)| > 4

(b− a)2

∣∣f(b)− f(a)
∣∣.

17.16. ? Ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà [0; 1], f(0) = 0, è äëÿ íåêîòîðîãî k > 0

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |f ′(x)| 6 k |f(x)|. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) ≡ 0, ïðè x ∈ [0; 1].

17.17. ? Ôóíêöèÿ f : [a; b] 7→ R èìååò ïðîèçâîäíóþ âî âñåõ òî÷êàõ îòðåçêà [a; b] è

b− a > 4. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ x ∈ (a; b), ÷òî f ′(x) < 1 + f 2(x).

17.18. ? Ïóñòü a1, a2, . . . , an− îòëè÷íûå îò 0 äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà; α1, α2, . . . , αn− ïî-

ïàðíî ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = a1x
α1 + . . .+ anx

αn ,

îïðåäåë¼ííàÿ ïðè x > 0, ìîæåò èìåòü íå áîëåå (n− 1)−ãî íóëÿ íà (0; +∞).

17.19. Ïóñòü f(x), g(x), h(x) íåïðåðûâíû íà [a; b], ñóùåñòâóþò f ′, g′, h′ íà (a; b) è

F (x) =

∣∣∣∣∣∣∣
f(x) g(x) h(x)

f(a) g(a) h(a)

f(b) g(b) h(b)

∣∣∣∣∣∣∣ , x ∈ [a; b].

Äîêàæèòå, ÷òî ∃θ ∈ (a; b) : F ′(θ) = 0. Âûâåäèòå èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû Ëàãðàíæà è

Êîøè.

17.20. ? Ïóñòü f(x) - äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü f(0) = 0. Äîêàæèòå,

÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå ξ ∈
(
−π

2
; π

2

)
, ÷òî

f ′′(ξ) = f(ξ)
(
1 + 2 tg2 ξ

)
.

76



Ðàâíîìåðíàÿ íåïðåðûâíîñòü
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 18

Îïðåäåëåíèå: Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå

{x}, åñëè

∀ε > 0 ∃δ(ε) : ∀x1, x2 ∈ {x}, |x1 − x2| < δ(ε) ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ε.

Óòâåðæäåíèå: Åñëè f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå {x}, òî f(x) íåïðåðûâíà

âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà (Êàíòîðà):

Åñëè f(x) íåïðåðûâíà íà çàìêíóòîì è îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå {x}, òî f(x) è ðàâíî-

ìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Çàìå÷àíèå: Ãëàâíîå â îïðåäåëåíèè ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè òî, ÷òî äëÿ ∀ ε > 0

íàéäåòñÿ δ(ε), ãàðàíòèðóþùåå âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà |f(x1)− f(x2)| < ε ñðàçó äëÿ âñåõ

x1, x2 ∈ {x} ïðè åäèíñòâåííîì óñëîâèè |x1 − x2| < δ.

18.1. (787) • Ñôîðìóëèðóéòå íà ÿçûêå “ε − δ“ óòâåðæäåíèå: ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà

íà ìíîæåñòâå {x}, íî íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà í¼ì.

18.2. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ôóíêöèè,

(à) • îïðåäåë¼ííîé è íåïðåðûâíîé íà êîíå÷íîì ïîëóèíòåðâàëå, íî íå ÿâëÿþùåéñÿ ðàâ-

íîìåðíî íåïðåðûâíîé íà í¼ì;

(á) • îïðåäåë¼ííîé è íåïðåðûâíîé íà íåîãðàíè÷åííîì ïîëóèíòåðâàëå, íî íå ÿâëÿþùåéñÿ

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà í¼ì.
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Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà íà îòðåçêå [a; b]. Òîãäà âåëè÷èíà

ω
(
f ; [a; b]

)
= sup

x,x′∈[a;b]

∣∣f(x′)− f(x)
∣∣

íàçûâàåòñÿ êîëåáàíèåì ôóíêöèè f íà îòðåçêå [a; b].

Îïðåäåëåíèå: Ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè ω
(
δ; f
)
ôóíêöèè f , îïðåäåë¼ííîé íà îòðåçêå [a; b],

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
ω
(
δ; f ; [a; b]

)
= sup
|x′−x′′|<δ

∣∣f(x′′)− f(x′)
∣∣, x′, x′′ ∈ [a; b];

18.3. (óòâåðæäåíèÿ, îáëåã÷àþùèå èññëåäîâàíèå íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü)

Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ïðåäëîæåíèÿ:

(à) • Ïóñòü èíòåðâàë (a; b) êîíå÷åí, òîãäà: ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà (a; b),

∃ lim
x→a+0

f(x), ∃ lim
x→b−0

f(x), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà (a; b);

(á) • Ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îáëàñòè [a; +∞) è ∃ lim
x→+∞

f(x) < ∞,

òîãäà f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà [a; +∞);

(â) Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a; b) (êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì),

f(x) ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà íà í¼ì. Òîãäà ýòà ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì

èíòåðâàëå;

(ã) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è èìååò îãðàíè÷åííóþ ïðîèçâîäíóþ íà íåêîòîðîì

èíòåðâàëå (a; b) (êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì), òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà í¼ì;

(ä) Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ∀ε > 0 ∃δ > 0, ÷òî ïðè 0 < x′ − x < δ, [x;x′] ⊂ [a; b]

âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî: ω(f ; [x;x′]) < ε;

(å) Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå {E} ôóíêöèÿ f(x) áûëà ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíà íà í¼ì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû lim
δ→0+0

ω(δ; f ;E) = 0;

(æ) Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ íà îãðàíè÷åííîì

èíòåðâàëå (a; b) ôóíêöèé ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ýòîì èíòåðâàëå.

(ç) Ïóñòü ôóíêöèÿ f : (a; b) 7→ R èìååò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íà èíòåðâàëå (a; b), ïðè÷¼ì

sup
(a;b)

|f ′′(x)| < +∞. Òîãäà ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà (a; b).

(è) Åñëè ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åíà íà îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå, òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-

ìåðíî íåïðåðûâíîé íà ýòîì èíòåðâàëå.
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18.4. ßâëÿåòñÿ ëè òðåáîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè f(x) íà R íåîáõîäèìûì äëÿ òîãî,

÷òîáû f(x) ìîãëà áûòü ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ýòîì ìíîæåñòâå?

18.5. Èññëåäóéòå íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè, èñïîëüçóÿ îïðå-

äåëåíèå äàííîãî ñâîéñòâà:

(à) f(x) = sinx íà R; (á) f(x) = arctgx íà R;

(â) • f(x) =
1

x
íà 1) [a; +∞), a > 0; 2) (0; a], a > 0;

(ã) • f(x) =
√
x íà [0; +∞); (ä) f(x) = lnx íà (0; 1);

(å) f(x) = x sinx íà [0; +∞); (æ) f(x) = sin (x2) íà [0; +∞).

18.6. Èññëåäóéòå íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ
sinx

x
ïðè 0 < x < π.

(à) • ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû Êàíòîðà; (á) ? áåç èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû Êàíòîðà;

18.7. (801.1) Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) =
| sinx|
x

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà êàæäîì èíòåðâàëå J1 = {−1 < x < 0} è J2 = {0 < x < 1} ïî
îòäåëüíîñòè, íî íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå J1

⋃
J2 = {0 < |x| < 1}.

18.8. Èññëåäóéòå íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè:

(à) f(x) =
√
lnx · cos

1

x
ïðè x ∈ [2; +∞);

(á) f(x) = x sin
1

x
ïðè x ∈ (0; 1).

18.9. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x2 íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà R.

Çàìå÷àíèå: Èç äàííîé çàäà÷è ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå ïðî-

èçâåäåíèå äâóõ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò óæå íå ÿâëÿòüñÿ

ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì (ñð. ñ �18.3,æ)).

18.10. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò íà ìíîæåñòâå {X} ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

∃k > 0, α > 0 : ∀x1, x2 ∈ {X} ⇒
∣∣f(x1)− f(x2)

∣∣ 6 k |x1 − x2|α

(ïðè α = 1 ýòî óñëîâèå íàçûâàþò óñëîâèåì Ëèïøèöà, à ïðè α < 1− óñëîâèåì Ã¼ëüäåðà ïîðÿä-

êà α). Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòîìó óñëîâèþ, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà

íà ìíîæåñòâå {X}.
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Óòâåðæäåíèå (Ëåììà Ãåéíå-Áîðåëÿ): Èç âñÿêîé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû èíòåðâàëîâ, ïîêðû-

âàþùåé îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íóþ ïîäñèñòåìó, òàêæå ïîêðûâàþ-

ùóþ ýòîò îòðåçîê.

18.11. Äîêàæèòå òåîðåìó Êàíòîðà î ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé

íà îòðåçêå, ñ ïîìîùüþ ëåììû Ãåéíå-Áîðåëÿ.

18.12. ? Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [1; +∞) 7→ R ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà. Âåðíî ëè, ÷òî

(à)
f(x)

x
îãðàíè÷åíà; (á) ñóùåñòâóåò lim

x→+∞

f(x)

x
?

18.13. ? Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ëó÷å [0; +∞) è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà

í¼ì. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî x > 0 âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî:

lim
n→+∞

f(x+ n) = 0, (n ∈ N).

Äîêàæèòå, ÷òî lim
x→+∞

f(x) = 0.

18.14. ? Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a; b]. Äîêàæè-

òå, ÷òî

lim
h→0+0

sup
x∈[a;b−h]

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h
− f ′(x)

∣∣∣∣ = 0.

18.15. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x)− íåïðåðûâíà íà R è ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì T > 0. Äîêà-

æèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R.

18.16. ? Áóäåò ëè ôóíêöèÿ f(n) = sinn, îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé?
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Ðàñêðûòèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé. Ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 19

Ðàññìîòðèì òî÷êó a íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R, âîçìîæíî ðàâíóþ ∞.

Òåîðåìà: (ïåðâîå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ)

Ïóñòü íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî âûïîëíåíî:

1. ôóíêöèè f(x), g(x) íåïðåðûâíû â U′δ(a), lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0;

2. ïðîèçâîäíûå f ′(x) è g′(x) ñóùåñòâóþò â U′δ(a), ïðè÷åì g′(x) 6= 0, x ∈ U′δ(a);

3. ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
;

Òîãäà èìååì: lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Òåîðåìà: (âòîðîå ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ)

Ïóñòü íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî âûïîëíåíî:

1. ôóíêöèè f(x), g(x) íåïðåðûâíû â U′δ(a), lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) =∞;

2. ïðîèçâîäíûå f ′(x) è g′(x) ñóùåñòâóþò â U′δ(a), ïðè÷åì g′(x) 6= 0, x ∈ U′δ(a);

3. ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
;

Òîãäà èìååì: lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

Çàìå÷àíèå: ðàñêðûòèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé âèäîâ: 0 · ∞, ∞−∞, 1∞, 00 ïóò¼ì àëãåáðà-

è÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé è ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïðèâîäèòñÿ ê ðàñêðûòèþ íåîïðåäåë¼ííîñòåé

äâóõ ïåðâûõ òèïîâ:
0

0
,
∞
∞
.

19.1. Ïîñòðîéòå ïðèìåð

(à) • ðàçðûâíûõ ôóíêöèé f(x) è g(x), òàêèõ, ÷òî lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 è âûïîëíåíî:

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
;

(á) • íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé f(x) è g(x), òàêèõ, ÷òî lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0, íî

@ lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
, è ∃ lim

x→a

f(x)

g(x)
<∞;
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(â) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f(x) è g(x), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ïðå-

äåëû lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 è lim
x→a

f(x)

g(x)
< ∞. Îäíàêî, lim

x→a
f (k)(x) = 0, lim

x→a
g(k)(x) = 0 äëÿ

∀k ∈ N;

(ã) ôóíêöèé f(x) è g(x), èìåþùèõ ïðè x 6= a êîíå÷íûå ïðîèçâîäíûå f ′(x) è g′(x), äëÿ

êîòîðûõ lim
x→a

f(x) =∞, lim
x→a

g(x) =∞. Ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x→a

f(x)

g(x)
, íî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà

lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
.

19.2. (1322, 1330, 1336, 1341, 1343, 1348, 1351, 1356, 1359, 1363, 1368, 1369)

Îïðåäåëèòå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé:

(à) lim
x→π/2

tg3x

tgx
; (á) lim

x→1

(
xx − x

lnx− x+ 1

)
;

(â) lim
x→+∞

lnx
xε

, (ε > 0); (ã) lim
x→0+0

xεlnx, (ε > 0);

(ä) lim
x→0

xx
x−1; (å) lim

x→π/4
(tgx)tg2x

(æ) lim
x→+∞

(
tg

πx

2x+ 1

)1/x
; (ç) lim

x→0

(
ctgx− 1

x

)
;

(è) lim
x→0

(1 + x)1/x − e
x

; (ê) lim
x→0

(
arcsinx
x

)1/x2

;

(ë) lim
x→0

(
tgx
x

)1/x2

; (ì) lim
x→0

(
1 + ex

2

)cthx

;

(í) • lim
x→+∞

[
3
√

1 + x+ x2 + x3 −
√

1 + x+ x2 · ln (ex + x)

x

]
; (î) lim

x→+∞

xlnx

(lnx)x
;

Çàìå÷àíèå: Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ÷àñòî áûâàåò âûãîäíî ïðåäâàðèòåëüíî èñ-

ïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà âèäà:

sinα ∼ tgα ∼ (eα − 1) ∼ ln (1 + α) ∼ shα ∼ arctgα ∼ arcsinα ∼ α,

ãäå α = α(x)→ 0 ïðè x→ 0.
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19.3. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

(à) lim
x→1

(
1

lnx
− πctg(πx)

)
;

(á) • lim
x→0

sinx− x cosx

sin3 x
;

Çàìå÷àíèå: Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå áóäåò îøèáêîé ïåðåéòè â ÷èñëèòåëå ê àñèìïòîòè÷å-

ñêîìó ðàâåíñòâó:

sinx− x cosx ∼ x(1− cosx).

(â) lim
x→0

sh2x · ln (1 + x)

tgx− x
;

(ã) • lim
x→0

(
1

x2
− ctg2x

)
;

(ä) lim
x→+∞

(
1

x
· a

x − 1

a− 1

)1/x

, 0 6 a 6= 1;

(å) • lim
x→0

(
asinx + btgx

2

)1/x

, a > 0, b > 0;

(æ) lim
x→e

(
alnx + blnx

a+ b

) 1

lnx− 1
, a > 0, b > 0;

(ç) lim
x→0

(
cos (sinx)

)1/x2
;

19.4.

(à) • Ïóñòü ∃f ′′(a). Íàéäèòå ïðåäåë:

lim
h→0

f(a+ h) + f(a− h)− 2f(a)

h2
;

(á) Ïóñòü ∃f ′′′(a). Íàéäèòå ïðåäåë:

lim
h→0

f(a+ 3h)− 3f(a+ 2h) + 3f(a+ h)− f(a)

h3
.
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19.5. (1373)

Èññëåäóéòå íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå x = 0 ôóíêöèþ:

f(x) =


1

x
− 1

ex − 1
, ïðè x 6= 0,

1

2
, ïðè x = 0;

Â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè, íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé f ′(x) â òî÷êå 0.

19.6. (1374)

Èññëåäóéòå âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ è âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå ïðå-

äåëû:

(à) • lim
x→+∞

x− sinx

x+ sinx
; (á) lim

x→+∞

1 + x+ sinx cosx

(x+ sinx cosx)esinx
;

(â) lim
x→0

x3 sin (1/x)

sin2 x
.

19.7. ? Ôóíêöèÿ f : (0; +∞) → R èìååò ïðîèçâîäíóþ íà (0; +∞), ïðè÷¼ì

(à) f(x) + f ′(x) → 0, ïðè x → +∞. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) → 0, ïðè x → +∞.

(á) f(x) + 2f ′(x)
√
x → 0, ïðè x → +∞. Äîêàæèòå, ÷òî f(x) → 0, ïðè x → +∞.

19.8. ? Íàéäèòå ïðåäåëû:

(à) lim
x→+∞

(
n∑
k=1

pka
x
k

)1/x

, pk > 0, ak > 0, 1 6 k 6 n;

(á) lim
x→−∞

(
n∑
k=1

pka
x
k

)1/x

, pk > 0, ak > 0, 1 6 k 6 n;

(â) lim
x→0

(
n∑
k=1

pka
x
k

)1/x

, pk > 0, ak > 0, 1 6 k 6 n, p1 + p2 + . . .+ pn = 1;

19.9. ? (Çàäà÷à Â.È. Àðíîëüäà) Íàéäèòå ïðåäåë:

lim
x→0

tg (sinx)− sin (tgx)

arctg (arcsinx)− arcsin (arctg x)
.
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Ôîðìóëà Òåéëîðà è å¼ ïðèìåíåíèÿ ê âû÷èñëåíèþ ïðåäåëîâ
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 20

Òåîðåìà: Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè U(x0) òî÷êè x0, èìååò â ýòîé

îêðåñòíîñòè ïðîèçâîäíûå äî (n−1)−ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, è ïóñòü ñóùåñòâóåò f (n)(x0).

Òîãäà:

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k + o

(
(x− x0)n

)
, ïðè x→ x0. (1)

Îïðåäåëåíèå: Ìíîãî÷ëåí Pn(x) =
∑n

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåé-

ëîðà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0.

Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèÿ rn(x) = f(x) − Pn(x) íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì n−ãî
ïîðÿäêà ôîðìóëû Òåéëîðà.

Îïðåäåëåíèå: Ôîðìóëà (1) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà n−ãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè

f(x) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî (èëè ëîêàëüíîé ôîð-

ìóëîé Òåéëîðà).

Îïðåäåëåíèå: Åñëè x0 = 0, òî ôîðìóëà (1) ïðèíèìàåò âèä:

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk + o

(
xn
)
, ïðè x→ 0,

è íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà.

Òàáëèöà îñíîâíûõ ðàçëîæåíèé:

ex = 1 + x+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ o

(
xn
)
.

sinx = x− x3

3!
+ . . .+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+ o

(
x2n
)
.

cosx = 1− x2

2!
+ . . .+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ o

(
x2n+1

)
.

ln (1 + x) = x− x2

2
+ . . .+ (−1)n−1x

n

n
+ o

(
xn
)
.

(1 + x)m = 1+mx+
m(m− 1)

2!
x2 + . . .+

m(m− 1) . . . (m− n+ 1)

n!
xn + o

(
xn
)
.

Òåîðåìà (Òåéëîðà):

Ôóíêöèÿ f(x), èìåþùàÿ â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíûå äî n−ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå:

f(x) =
n∑
k=0

ak(x− x0)k + o

(
(x− x0)n

)
, x→ x0,

ãäå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

ak =
f (k)(x0)

k!
, k = 0, 1, . . . n. (2)
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Òåîðåìà: Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòèU(x0) òî÷êè x0, ïðîèçâîäíûå

äî (n + 1)−ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U(x0) íàéäåòñÿ òî÷êà ξ,

ëåæàùàÿ ìåæäó x è x0, òàêàÿ ÷òî:

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1. (3)

Îïðåäåëåíèå: Ôîðìóëà (3) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì

rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1 â ôîðìå Ëàãðàíæà.

20.1. (1377) Íàïèøèòå ðàçëîæåíèÿ ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì x äî ÷ëåíà ñ x5

ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

(à) f(x) =
1 + x+ x2

1− x+ x2
. (á)f(x) =

x

x2 + x+ 1
;

(â) f(x) =
5x2

x2 + 2x+ 3
; (ã) f(x) =

2x3 − 4x2 + x+ 1

x2 + 3x+ 1
.

×åìó ðàâíî çíà÷åíèå f (5)(0) äëÿ ýòèõ ôóíêöèé?

20.2. (1379, 1381, 1382, 1385, 1387) Ïðåäñòàâüòå ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ f(x) äî

÷ëåíîâ óêàçàííîãî ïîðÿäêà:

(à) f(x) = m
√
am + x, (a > 0) äî o

(
x2
)
; (á) • f(x) = e2x−x2 äî o

(
x5
)
;

(â) f(x) =
x

ex − 1
äî o

(
x4
)
; (ã) f(x) = sin (sinx) äî o

(
x3
)
;

(ä) • f(x) = ln

(
sinx

x

)
äî o

(
x6
)
; (å) • f(x) = sinx · ln (1 +x) äî o

(
x5
)
;

(æ) f(x) = esin
(
ln (1 + 2x)

)
äî o

(
x3
)
; (ç) f(x) =

x2

1 + sin x
äî o

(
x6
)
.

Îïðåäåëåíèå: Ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ - ìåòîä, èñïîëüçóåìûé äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè â âèäå òî÷íîé èëè ïðèáëèæ¼ííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êîíå÷íî-

ãî èëè áåñêîíå÷íîãî íàáîðà áàçîâûõ ôóíêöèé. Óêàçàííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áåð¼òñÿ ñ

íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ òåì èëè èíûì ñïîñîáîì èç óñëîâèé

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Îáû÷íî äëÿ íèõ ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

20.3. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷èòå ôîðìóëó Ìàêëîðåíà

ñ o
(
x5
)
ôóíêöèè f(x), åñëè:

(à) • f(x) = tgx; (á) f(x) = thx.
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Ïóñòü èçâåñòíî ïðåäñòàâëåíèå ôîðìóëîé Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 äî o

(
(x −

x0)n
)
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x), òî åñòü èçâåñòíà ôîðìóëà:

f ′(x) =
n∑
k=0

bk(x− x0)k + o

(
(x− x0)n

)
, bk =

f (k+1)(x0)

k!
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò f (n+1)(x0), è ïîýòîìó ôóíêöèþ f(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

f(x) =
n+1∑
k=0

ak(x− x0)k + o

(
(x− x0)n+1

)
= a0 +

n∑
k=0

ak+1(x− x0)k+1 + o

(
(x− x0)n+1

)
,

ãäå a0 = f(x0), ak+1 =
f (k+1)(x0)

k!
· 1

k + 1
=

bk
k + 1

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x) = f(x0) +
n∑
k=0

bk
k + 1

(x− x0)k+1 + o

(
(x− x0)n+1

)
, (4)

ãäå bk− êîýôôèöèåíòû ôîðìóëû Òåéëîðà ôóíêöèè f ′(x).

20.4. Ïðåäñòàâüòå ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ f(x) äî ÷ëåíîâ óêàçàííîãî ïîðÿäêà:

(à) • f(x) = arctgx äî o

(
x2n+2

)
;

(á) f(x) = arcsinx äî o

(
x2n+2

)
;

(â) f(x) = arccos

(
x+

1

2

)
äî o

(
x3
)
;

(ã) f(x) = x2ln
(
x+
√

1 + x2
)
äî o

(
x2n+2

)
;

arctgx è åãî ìíîãî÷ëåí Ìàêëîðåíà

20.5. Íàéäèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà:

(à) • lim
x→+∞

[(
x3 − x2 +

x

2

)
e1/x −

√
x6 + 1

]
; (á) lim

x→0

cosx− e−x2/2

x4
;

(â) lim
x→0

sin (sinx)− x 3
√

1− x2

x5
; (ã) lim

x→+∞

[
1

e

(
1 +

1

x

)x]x
;

(ä) • lim
x→0

arctg(3 + x2)− arctg(2 + cos x)

ln (1 + x)− ex + 1
; (å) lim

x→0

(
1− cosx

shx
2

2

) 1

ln (1+x)3

1+3x ;
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20.6. Ïóñòü f(x) - áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â íóëå ôóíêöèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

(à) f ÷¼òíàÿ, òî å¼ ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà ñîäåðæèò òîëüêî ÷¼òíûå ñòåïåíè x;

(á)f íå÷¼òíàÿ, òî å¼ ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà ñîäåðæèò òîëüêî íå÷¼òíûå ñòåïåíèx.

20.7. • Ïðåäñòàâüòå ôîðìóëîé Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ f(x) = ex + x2|x| äî o

(
xn
)
. Êàêèå

çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü n?

20.8. Ïóñòü f ∈ C(3)(R), ôóíêöèè f(x), f ′(x), f ′′(x), f ′′′(x) âñþäó ïîëîæèòåëüíû. Äîêà-

æèòå, ÷òî ∃ a > 0 : f(x) > ax2 ïðè ∀x > 0.

20.9. ? Ïóñòü f ∈ C(2)(−1; 1), f ′′(0) 6= 0 è äëÿ ∀x ∈ (−1; 1) çíà÷åíèå θ(x) îïðåäåëÿåòñÿ

êàê îäíî èç ÷èñåë θ, äëÿ êîòîðûõ

f(x)− f(0) = f ′(θ)x, θ ∈ (0; 1).

Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
x→0

θ(x)

x
, åñëè îí ñóùåñòâóåò.

20.10. ? Ïóñòü f ∈ C(2)[0; 1], f(0) = f(1) = 0 è min
[0;1]

f(x) = −1. Äîêàæèòå, ÷òî

max
[0;1]

f ′′(x) > 8.

20.11. ? Ïóñòü k− ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. n−àÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè
1

xk − 1
èìååò âèä:

Pn(x)

(xk − 1)n+1
, ãäå Pn(x)− íåêîòîðûé ïîëèíîì. Íàéäèòå âåëè÷èíó Pn(1).

20.12. ? Ðàçëîæèòå â áåñêîíå÷íóþ ñóììó ïî Ìàêëîðåíó ôóíêöèþ

ex cosα sin
(
x sinα

)
,

ãäå α− ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

20.13. ? Ïóñòü f(x) = 1 + a1x + a2x
2 + . . . è ïóñòü âñå êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè

îòíîøåíèÿ
f ′(x)

f(x)
ïî ñòåïåíÿì x ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿò 2. Äîêàæèòå, ÷òî |an| 6 n+ 1.

20.14. ? Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n > 1, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

1

2ne
<

1

e
−
(

1− 1

n

)n
<

1

ne
.
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