4


Вариант №4





4.1. Непрерывный сигнал  имеет спектр, ограниченный верхней граничной частотой  МГц. Сигнал имеет длительность  мкс. Дискретизация осуществляется таким образом, что длительность интервала между выборками в 3 раза короче интервала дискретизации по Котельникову. Каждое выборочное значение отображается 16-битовым двоичным числом. Определить величину  объема памяти в битах, которая требуется для записи данного сигнала.


4.2. Найти коэффициенты ДПФ  дискретного сигнала , вычислите амплитудный и фазовый спектр дискретного сигнала, постройте их графики.





4.3. Напишите выражение для сигнала в системе АМ-АМ. Определите ширину полосы частот сигнала, если частота несущей МГц, частота поднесущей  кГц, верхняя частота сообщения  кГц, глубина первой амплитудной модуляции , а второй - .



4.4. Определить число возможных уровней квантования гауссовского случайного сигнала и полосу частот, занимаемую полученным сигналом ИКМ, если основание кода , верхняя частота в спектре мощности гауссовского случайного сигнала равна  кГц, а отношение средних мощностей сигнала и шума квантования равно  дБ.




4.5. Трансверсальный цифровой фильтр работает в соответствии с алгоритмом . Изобразите схему фильтра, найдите импульсную характеристику , системную функцию  и частотный коэффициент передачи . Запишите выражения для АЧХ и ФЧХ данного цифрового фильтра. Постройте графики АЧХ и ФЧХ фильтра.

4.6. Системная функция цифрового фильтра имеет вид . Определите его импульсную характеристику, частотный коэффициент передачи, запишите алгоритм фильтрации и нарисуйте структурную схему фильтра.

4.7. Аналоговая динамическая система описывается дифференциальным уравнением вида . Выполните синтез цифрового фильтра, используя метод расчетов, основанный на численном решении дифференциального уравнения.


4.8. Найти среднюю мощность сигнала  в дБ, если при его квантовании в АЦП необходимо  разрядов, чтобы обеспечить отношение сигнал/шум не менее 50 дБ.



ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

П.1. Найдите период дискретизации сигнала по Котельникову

.

Решение:
Период (временной интервал) дискретизации сигнала по Котельникову определяется как


,


где  – верхняя (максимальная) частота в спектре дискретизируемого аналогового сигнала.
Для решения задачи вычислим мгновенную частоту сигнала через его полную фазу:



   (рад/с).

Используя свойство тригонометрической функции синус, найдём максимальное (верхнее) значение мгновенной частоты:


 (рад/с).

Рассчитаем линейную верхнюю частоту через известную циклическую верхнюю частоту:


 (Гц).

Таким образом, период дискретизации сигнала по Котельникову:


 с.


Ответ:  с.


П.2. Аналоговый сигнал, имеющий форму прямоугольного видеоимпульса напряжения с единичной амплитудой и длительностью , дискретизирован одиннадцатью отсчетами. Рассчитать спектральную плотность дискретного сигнала.

Решение:


Пусть  – спектральная плотность аналогового сигнала  (изображенного на рис.1):



	=1В.
 (
,
c
,
В
  0
)






			Рис.1.


Тогда спектральная плотность дискретизированного сигнала  имеет вид:


.

Вычислим спектральную плотность аналогового сигнала, воспользовавшись преобразованием Фурье:





,


где . По условию задачи, так как аналоговый сигнал дискретизируется 11-ю отсчётами следовательно, интервал дискретизации


.

Учитывая, что амплитуда единичная, получим




.


Ответ: .




П.3. Найти ДПФ знакочередующейся последовательности . Рассчитать амплитудный спектр, используя найденные коэффициенты ДПФ.

Решение:
Коэффициенты дискретного преобразования Фурье вычисляются по формуле:


.

В нашем случае дискретный сигнал





имеет количество отсчётов . Используя свойство ДПФ о нулевом коэффициенте, получим:


,


теперь вычислим третий коэффициент, используя свойство о среднем коэффициенте для чётного :


.

Для расчёта первого и второго коэффициентов ДПФ, воспользуемся общей формулой:


,


по свойству комплексной экспоненты, как периодической функции (с периодом ) и используя формулу Эйлера (для вычисления значений комплексной экспоненты), получим:




;





.




Для вычисления  и , воспользуемся следующим свойством ДПФ: если отсчеты  – вещественные числа и N – четное число, то:



,   ,

где звёздочка означает операцию комплексного сопряжения. Тогда:



,   следовательно ;



,   следовательно .

Таким образом, коэффициенты ДПФ


.

Амплитудный спектр дискретного сигнала можно вычислить, используя модуль найденных коэффициентов ДПФ, при этом значения амплитуд:


.



Ответ: ; .




П.4. Найти сигнал, z-преобразование которого определяется выражением .

Решение:


Дискретный сигнал  можно рассчитать, вычислив обратное z-преобразование от заданного :




.

Для вычисления данного интеграла необходимо рассмотреть два частных случая:

1) пусть , тогда


.

Рассчитать данные интегралы, взятые по замкнутому контуру (охватывающему все особые точки) в комплексной плоскости, можно воспользовавшись теоремой о вычетах. В нашем случае необходимо вычислять в полюсах вычеты первого порядка. В результате получим:




;


2) пусть , тогда




.

Таким образом:





или .


Ответ: .





П.5. Найти ДПФ дискретной свертки сигналов  и  как путем непосредственного применения формулы ДПФ к результату вычисления дискретной свертки, так и с помощью свойства ДПФ дискретной свертки двух сигналов.

Решение:


Способ 1. Непосредственный расчет ДПФ от результата вычисления дискретной свертки сигналов  и . Дискретной свёрткой двух дискретных сигналов конечной длительности, называется сигнал:



,   .

В результате получим (учитывая, что значения дискретных отсчетов с отрицательными номерами равны нулю):


;

;

;

.


Значит сигнал дискретной свёртки . Коэффициенты дискретного преобразования Фурье рассчитываются по формуле:


,

тогда


;

;

;

.


Таким образом, ДПФ .

Способ 2. Вычисление ДПФ помощью свойства ДПФ дискретной свертки двух сигналов:


.



Рассчитаем ДПФ сигналов  и :


;

;

;

;


;

;

;

,



т.е.  и .

Используя свойство ДПФ о свёртке получим:


;

;

;

,

таким образом, результат , совпадает со значениями ДПФ, полученными по первому способу.


Ответ: .





П.6. Определить суммарную среднюю мощность шума на выходе системы ИКМ, если число разрядов кода , вероятность ошибочного приема одного разряда , а сигнал  на входе меняется в диапазоне от –1 В до 1 В.

Решение:
Суммарная дисперсия (средняя мощность) шума на выходе системы ИКМ:


,


где дисперсия шума квантования (при большом числе уровней квантования ):


,


шаг квантования ; а дисперсия ошибки из-за ложной информации:


.

Вычислим численные значения параметров:


(В);


В2;

В2;


 В2.


Ответ:  В2.








П.7. Напишите выражение для сигнала в системе ЧМ-ЧМ. Определите ширину полосы частот сигнала, если частота несущей МГц, частота поднесущей  кГц, верхняя частота сообщения  кГц, индекс модуляции при первой ЧМ , а при второй ‑ .

Решение:
Для двойной модуляции типа ЧМ-ЧМ можно сделать следующее пояснение

 (
     ЧМ            –             ЧМ
первичная                       вторичная
модуляция                      модуляция
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f
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f
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F
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Приведём также структуру спектра  при двойной модуляции ЧМ-ЧМ (рис.2):
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                                                     Рис.2.

Итак, выражение для сигнала при первичной ЧМ:


,






где  – начальная амплитуда сигнала (без модуляции);  ;  – начальная фаза поднесущей;  – некоторая константа, характеризующая модулятор;  – информационное, модулирующее колебание, например, цифровая последовательность в двоичном коде. Тогда выражение для сигнала при ЧМ-ЧМ имеет вид:




.

Практическая ширина полосы частот поднесущего колебания:


(кГц),

верхняя частота в поднесущем колебании:


(кГц),

таким образом, ширина полосы частот несущего колебания:


(МГц).


Ответ: (МГц);

.








П.8. Трансверсальный цифровой фильтр работает в соответствии с алгоритмом . Изобразите схему фильтра, найдите импульсную характеристику , системную функцию  и частотный коэффициент передачи , АЧХ и ФЧХ.

Решение:
В соответствии с алгоритмом фильтрации трансверсальным (нерекурсивным) цифровым фильтром


,


где  – последовательность коэффициентов, можно изобразить следующую схему фильтра:

[image: RIS311]

Рис. 3. Структурная схема трансверсального цифрового фильтра.




В нашем случае отличные от нуля коэффициенты фильтра ; ; . Таким образом, получим схему (рис.4):
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Рис. 4.

Импульсная характеристика трансверсального цифрового фильтра:


.
Системная функция трансверсального ЦФ:


.

Частотный коэффициент передачи трансверсального ЦФ:






.

Амплитудно-частотная характеристика трансверсального ЦФ:




.

Фазо-частотная характеристика трансверсального ЦФ:




.




Ответ: схема цифрового фильтра – рис.4; ; ; ;

;

.



П.9. Системная функция цифрового фильтра имеет вид . Нарисуйте структурную схему фильтра, запишите алгоритм фильтрации, определите его частотный коэффициент передачи, АЧХ и ФЧХ, вычислите импульсную характеристику.

Решение:
Системная функция рекурсивного ЦФ имеет вид:


,




таким образом, в нашем случае отличные от нуля коэффициенты фильтра ;;. Структурная схема заданного цифрового фильтра (рис.5):
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Рис.5.

Алгоритм фильтрации данного рекурсивного цифрового фильтра:





.

Частотный коэффициент передачи рекурсивного ЦФ:




.

Амплитудно-частотная характеристика рекурсивного ЦФ:




.

Фазочастотная характеристика рекурсивного ЦФ:




.

Найдём импульсную характеристику рекурсивного цифрового фильтра, как обратное z-преобразование от системной функции.




.

Для вычисления данных интегралов необходимо рассмотреть два частных случая:

1) если , тогда


.

Рассчитать данные интегралы, взятые по замкнутому контуру (охватывающему все особые точки) в комплексной плоскости, можно воспользовавшись теоремой о вычетах. В нашем случае необходимо вычислять в полюсах вычеты первого порядка. В результате получим:





;


2) если , тогда








.

Таким образом:





или .


Ответ: схема цифрового фильтра – рис.5; ;



; ;


; .




П.10. Собственные колебания в рекурсивном цифровом фильтре второго порядка описываются разностным уравнением . Исследуйте устойчивость данного фильтра.

Решение:
Способ 1. По определению рекурсивный фильтр с алгоритмом фильтрации


,

будет устойчив, если все корни характеристического уравнения


,


по модулю меньше единицы (, т.е. располагаются внутри единичного круга с центром в точке ноль). Обозначая


,



получим характеристическое уравнение для заданного фильтра (;):




или


,

то есть


.

Корни данного характеристического уравнения


.

Модули полученных комплексных корней:



;      ,


таким образом, выполняется условие , а, следовательно, фильтр устойчив.


Способ 2. По критерию устойчивости рекурсивный фильтр является устойчивым, если все корни характеристического многочлена вида




.


расположены в левой полуплоскости (т.е. ). Для получения характеристического уравнения необходимо приравнять знаменатель системной функции рекурсивного ЦФ к нулю




и осуществить замену переменных


.



В нашем случае получим (;):




или


,

следовательно


,

приводя подобные, получим:


,

то есть характеристическое уравнение можно записать в виде:


.


Проведём анализ полученного характеристического уравнения (составленного на переменную ) двумя методами.

I. Найдём корни характеристического уравнения, непосредственно решив алгебраическое уравнение второй степени:


.

Реальные части полученных корней:



;     ,



таким образом, выполняется условие ; , и, следовательно, фильтр устойчив.


II. Как известно, в общем случае решения алгебраических уравнений 3-й и 4-й степеней являются весьма трудоёмкими и громоздкими, а уравнения 5-й степени и выше аналитического решения в общем виде не имеют вовсе. В этой связи для анализа устойчивости систем с обратной связью (например, в виде рекурсивных цифровых фильтров) применяют алгебраические критерии (без непосредственного решения алгебраического уравнения -й степени), например критерий Рауса-Гурвица. Согласно критерию Рауса-Гурвица система с обратной связью будет устойчива, если для характеристического уравнения:



будут выполняться условия:
1) 

коэффициенты  и ;
2) определитель Гурвица

      ;
3) все главные миноры определителя Гурвица должны быть больше нуля.




В нашем случае при ; ; :
1) 

коэффициенты  и ;
2) определитель Гурвица

      ;
3) главные миноры в данном определителе Гурвица отсутствуют.
Таким образом, согласно критерию Рауса-Гурвица, исследуемый рекурсивный цифровой фильтр устойчив.

Ответ: рекурсивный цифровой фильтр устойчив.







П.11. Синтезировать цифровой фильтр с помощью метода инвариантности импульсной характеристики, если аналоговым фильтром является интегрирующая RC-цепочка с импульсной характеристикой вида ,  и , .

Решение:
Для синтеза ЦФ с помощью метода инвариантной импульсной характеристики выберем в качестве импульсной характеристики ЦФ равномерно распределенные отсчеты импульсной характеристики аналогового фильтра (фильтра-прототипа). Таким образом:


,






где  – период дискретизации. Это эквивалентно замене непрерывного времени  в импульсной характеристике , на дискретные моменты времени ,   . Таким образом, импульсная характеристика ЦФ для нашего случая имеет отсчёты:


.

Как видно это фильтр с бесконечной импульсной характеристикой (БИХ-фильтр) или рекурсивный фильтр.
Вычислим основные характеристики синтезируемого цифрового фильтра:
1) системная функция ЦФ определяется через импульсную характеристику:


;



используя формулу для суммы бесконечной убывающей  геометрической прогрессии , получим:


;


2) частотный коэффициент передачи рассчитаем через системную функцию воспользовавшись заменой переменных :


.

3) алгоритм фильтрации ЦФ, можно записать на основе системной функции или частотного коэффициента передачи:


,



где ; .





Ответ: ; ; ; .




П.12. Аналоговая колебательная динамическая система второго порядка описывается дифференциальным уравнением . Выполнить синтез фильтра, используя методы расчетов, основанные на численном решении дифференциального уравнения.

Решение:
Аналоговая система, описываемая дифференциальным уравнением


,


имеет передаточную функцию :


.





В нашем случае ; ; ; . Системная функция ЦФ может быть получена непосредственно из аналоговой передаточной функции путем замены переменных:


,

таким образом






,




где ; ; .

Частотный коэффициент передачи данного рекурсивного ЦФ получим на основе его системной функции:


.

Алгоритм фильтрации ЦФ, можно записать на основе системной функции или частотного коэффициента передачи:


.



Ответ: ; ;




, где ; ; .


П.13. Аналоговый фильтр имеет передаточную функцию вида . Выполните синтез цифрового фильтра с помощью билинейного преобразования.

Решение:
Синтез ЦФ с помощью билинейного преобразования, а именно получение системной функции ЦФ, осуществляется на основе аналоговой передаточной функции с помощью замены переменных:


.

Таким образом, в нашем случае для передаточной функции аналогового фильтра-прототипа:




получим системную функцию ЦФ:




,




где ; ; .

Частотный коэффициент передачи полученного рекурсивного ЦФ получим на основе его системной функции:


.

Алгоритм фильтрации ЦФ, можно записать на основе системной функции или частотного коэффициента передачи:


.



Ответ: ; ;




, где ; ; .






П.14. На вход рекурсивного фильтра поступает сигнал ошибки квантования, имеющий дисперсию В2. Алгоритм фильтрации описывается выражением . Найти дисперсию ошибки квантования  на выходе цифрового фильтра.

Решение:
Дисперсия шума на выходе ЦФ может быть рассчитана на основе дисперсии шума на входе ЦФ и импульсной характеристики ЦФ:


,

для физически реализуемых ЦФ отсчеты импульсной характеристики с отрицательными степенями равны нулю, поэтому можно записать:


.

Найдём импульсную характеристику рекурсивного цифрового фильтра, как обратное z-преобразование от системной функции.


,

при этом заданный рекурсивный ЦФ с алгоритмом фильтрации




имеет системную функцию


.

Таким образом, импульсная характеристика


,

вычислим данный интеграл, используя теорему о вычетах:


.



Используя формулу для суммы бесконечной убывающей  геометрической прогрессии , получим дисперсию ошибки квантования на выходе цифрового фильтра:


 В2.


Ответ:  В2.
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