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1. ФОРМИРОВАНИЕ  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ  МОДЕЛИ  САУ  В  ВИДЕ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  УРАВНЕНИЙ  И  ПЕРЕДАТОЧНЫХ  ФУНКЦИЙ 

 

1.1. Теоретические сведения 

 Процессы в любой динамической системе в общем случае могут быть 

описаны дифференциальным уравнением n-го порядка вида: 
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где x(t) – входной сигнал (внешнее воздействие); 

 y(t) – выходной сигнал (реакция системы); 

 ai, bj – коэффициенты уравнения, постоянные для линейных стационарных 

систем. 

Если описание динамических процессов при наличии нескольких выход-

ных величин приведено в виде системы дифференциальных уравнений мень-

ших порядков, то математическая модель такой системы также может быть 

сведена к нескольким независимым уравнениям вида (1) для каждой выходной 

величины путем исключения из решения остальных выходных сигналов. 

Вид математической модели, характеризующей процессы, протекающие в 

динамической системе, совершенно не зависит от их физической природы и 

одинаков, например, для механических и электрических систем. Дифференци-

альные уравнения или их система составляются согласно расчетной схеме – уп-

рощенному графическому представлению свойств системы с указанием основ-

ных функциональных элементов, оказывающих наиболее существенное влия-

ние на характер протекания процессов, и связей между ними. 

Для того чтобы составить уравнения динамики процессов в электриче-

ской схеме, можно воспользоваться законами Кирхгофа. Основными элемента-

ми расчетной (принципиальной) схемы электрической цепи переменного тока 

(в общем случае) являются резисторы, рассеивающие электрическую энергию, 

катушки индуктивности, характеризующие инерционные свойства системы, и 

конденсаторы, способные запасать электрический заряд, а вместе с ним и по-

тенциальную энергию (рис. 1). 
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Рис. 1. Обозначение элементов электрической цепи на схеме: 

резистор (а), катушка индуктивности (б), конденсатор (в) 

Элементы в схеме могут быть соединены разными способами. Рассмот-

рим два основных вида соединения: последовательное и параллельное (рис. 2). 

Известно, что в первом случае через все элементы проходит одинаковый ток i, а 

во втором – в каждом из элементов происходит одинаковое падение напряже-

ния (разность потенциалов) u.  Эти свойства электрической цепи позволяют оп-

ределить соотношения между сопротивлениями соединенных элементов. Так, 

при последовательном соединении складываются полные (комплексные или 

динамические) сопротивления Zi элементов: 
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при параллельном же соединении складываются их полные проводимости Gi 

(величины, обратные сопротивлениям): 
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Рис. 2. Виды соединения элементов электрической цепи: 

последовательное (а), параллельное (б) 
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При составлении системы уравнений для электрической цепи с помощью 

законов Кирхгофа необходимо помнить о соотношении между падением на-

пряжения на элементе и током, протекающим через него: 

( ) ( )R Ru t R i t   – для резистора (активного сопротивления); (5) 

( )
( ) L

L

di t
u t L

dt
  – для катушки индуктивности; (6) 

1
( ) ( )C Cu t i t dt

C
   – для конденсатора (электрической емкости). (7) 

Полное (комплексное) сопротивление перечисленных элементов можно 

выразить, записав полученные выражения в операторной форме (при нулевых 

начальных условиях в уравнениях системы): 

 ( ) ( );R RU s R I s   (8) 

 ( ) ( );L LU s Ls I s   (9) 

 
1

( ) ( ),C CU t I s
Cs

   (10) 

т. е. динамическое сопротивление резистора, индуктивности и емкости равно R, 

Ls и 1/Cs соответственно: 

 ;RZ R  (11) 

 ;LZ Ls  (12) 

 
1

.CZ
Cs

  (13) 

Сами законы Кирхгофа можно сформулировать следующим образом: 

суммарная электродвижущая сила (ЭДС) в замкнутом контуре (может 

быть равна нулю, если контур не содержит источников напряжения) равна па-

дению напряжения на пассивных элементах (активных и реактивных сопротив-

лениях) данного контура (это 2-й закон Кирхгофа): 
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Чтобы исключить из системы уравнений лишние сигналы и, как следст-

вие, сократить количество уравнений, можно воспользоваться 1-м законом 

Кирхгофа, утверждающим, что алгебраическая сумма токов в любом узле A 

электрической цепи равна нулю (т. е. сумма входящих в узел A токов равна 

сумме токов, выходящих из него): 
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Для формирования математической модели динамических процессов в 

механической системе применяют метод для энергий (уравнение Лагранжа 2-го 

рода) или для сил, действующих в системе на каждый ее элемент (метод Да-

ламбера – Лагранжа, называемый общим уравнением динамики). 

Уравнение Лагранжа 2-го рода имеет вид: 

 ( ),i

i i i i

d T T Ф П
F t

dt q q q q

    
    

    
 (16) 

где T – суммарная кинетическая энергия системы; 

 Ф – диссипативная функция Рэлея (функция рассеяния энергии); 

 П – суммарная потенциальная энергия; 

 q и iq  – i-я обобщенная координата системы и ее скорость; 

 Fi – обобщенная сила для i-й координаты. 

Количество обобщенных координат, а следовательно, и уравнений в сис-

теме, определяется числом степеней свободы в рассматриваемой расчетной 

схеме. В уравнение Лагранжа 2-го рода входят частные производные по обоб-

щенным координатам или их скорости. Первое слагаемое 
i

d T

dt q

 
 
 

, содержа-

щее, кроме того, полную производную по времени от частной производной ки-

нетической энергии по скорости, характеризует инерционные свойства систе-
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мы; второе (со знаком минус) – 
i

T

q




 – для большинства систем равно нулю; 

третье – 
i

Ф

q




 – определяет силы сопротивления, приводящие к рассеянию меха-

нической энергии в системе; четвертое – 
i

П

q




 – выражает потенциальные силы 

(силы тяжести, упругости и т. п.). 

Кинетической энергией обладают тела, имеющие массу m, если соверша-

ют поступательное движение, и моментом инерции J, если совершают враща-

тельное движение (либо оба движения одновременно – плоскопараллельное 

движение).  В общем случае выражение для кинетической энергии системы 

имеет вид: 
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    (17) 

где mi, iq  – масса поступательно движущегося элемента и его скорость; 

 Jj, jq  – момент инерции вращательно движущегося элемента и его угловая 

скорость. 

В случае рассмотрения динамики малых колебаний в механической сис-

теме все силы тяжести, не создающие вращающего момента и которые можно 

определить путем решения задачи статики, для упрощения расчетов можно ис-

ключить. Тогда потенциальная энергия определяется только свойствами всех 

упругих элементов согласно выражению: 
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где ci – жесткость произвольного упругого элемента; 

 Δi – деформация этого элемента, которую необходимо выразить через за-

данные обобщенные координаты. 

Диссипативная функция системы определяется аналогичным образом для 

всех элементов, рассеивающих механическую энергию: 
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где βj – коэффициент вязкого трения диссипативного элемента или эквивалент-

ный ему в случае, если элемент рассеивает энергию за счет сухого трения или 

каким-либо другим образом; 

 
j  – скорость деформация этого элемента, которую также необходимо вы-

разить через скорости обобщенных координат. 

Обозначение элементов, обладающих массой, и их связей в системе при-

ведено на рис. 3. 
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Рис. 3. Обозначение элементов механической системы на расчетной схеме: 

тела, движущиеся поступательно (а), вращательно (б) и плоскопараллельно (в); 

диссипативная (г) и упругая (д) связь 

 

Для определения обобщенной силы Fi необходимо записать выражение 

для возможной мощности через скорость обобщенной координаты iq , а также 

для суммы возможных мощностей всех активных сил, приложенных в различ-

ных точках системы, через скорости этих точек при условии что все скорости 

обобщенных координат равны нулю, кроме выбранной i-й координаты: 

 
1

.
n

i i k k

k

F q F 


    (20) 

В выражении (20) присутствуют скалярные произведения, вычисляемые в 

общем виде по формуле: 

 cos ,a b a b    (21) 

где a, b – модули векторов a  и ;b  

   – угол между ними. 
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Далее для каждого уравнения необходимо с помощью кинематических 

преобразований выразить скорости всех точек через одну, например, через ско-

рость самой обобщенной координаты ,iq  а затем сократить левую и правую 

части выражения (20) на эту скорость: 

 
1

,
n

i k k

k

F b F


  (22) 

здесь Fi и Fk – модули сил; 

 bk – некоторые числовые коэффициенты, полученные в процессе кинема-

тических преобразований. 

После определения всех составляющих уравнения Лагранжа 2-го рода для 

каждой обобщенной координаты в расчетной схеме механической системы или 

соотношений между падением напряжения на каждом из элементов и проте-

кающим через него током в электрической схеме можно составить систему, со-

держащую однородные или неоднородные дифференциальные уравнения. Ко-

личество этих уравнений определяется числом степеней свободы механической 

системы или количеством токов в электрической цепи. 

Полученные дифференциальные уравнения системы необходимо преоб-

разовать в операторную форму, пользуясь прямым односторонним преобразо-

ванием Лапласа: 

  
0

( ) ( ) ( ) ,stX s L x t x t e dt



    (23) 

где L{x(t)} – оператор Лапласа; 

 x(t) – оригинал сигнала (функция времени); 

 X(s) – изображение сигнала по Лапласу. 

При определении передаточной функции принимают нулевые начальные 

условия для системы уравнений. При этом нужно отметить следующие основ-

ные свойства преобразования Лапласа: 

1) Y(s) = a X(s), если y(t) = a x(t) и a = const; 

2) Y(s) = X(s) + Z(s), если y(t) = x(t) + z(t); 

3) Y(s) = s X(s), если 
( )

( )
dx t

y t
dt

  (при нулевых начальных условиях); 

4) Y(s) = 1/s X(s), если ( ) ( ) .y t x t dt   



 13 

 Для успешного решения задачи необходимо, чтобы число уравнений в 

системе равнялось числу неизвестных сигналов, включая искомые и промежу-

точные. При этом входной сигнал считается заданным и слагаемые, содержа-

щие его, должные располагаться в правой части неоднородного уравнения. 

Если динамика системы задана уравнением (1), то, преобразовав его по 

Лапласу, получим выражение в операторной форме: 

 1 1

1 0 1 0( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( ),n n m m

n n m ma s Y s a s Y s a Y s b s X s b s X s b X s 

         (24) 

откуда можно выразить передаточную функцию в виде отношения двух поли-

номов: 

 
1

1 0
/ 1

1 0

( ) ...
( ) ,

( ) ...

m m

m m
y x n n

n n

Y s b s b s b
W s

X s a s a s a









  
 

  
 (25) 

где X(s) и Y(s) – изображения входного и выходного сигналов. 

В случае, когда система содержит несколько неизвестных сигналов, необ-

ходимо решить эту систему в операторной форме (она будет содержать линей-

ные алгебраические уравнения) для искомого сигнала, выразив его через вход-

ной сигнал, а затем из полученного решения выразить соотношение для переда-

точной функции, поделив изображение выбранного выходного сигнала Yi(s) на 

изображение входного сигнала X(s). 

Если внешних воздействий в системе несколько, то необходимо опреде-

лять передаточные функции по каждому из них отдельно, принимая остальные 

входные сигналы равными нулю. Затем в линейной системе согласно принципу 

суперпозиции можно определить произвольную i-ю выходную координату как 

сумму реакций системы на каждое из этих воздействий с учетом соответст-

вующей передаточной функции:  

 / 1 1 /( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ).i yi x yi xn nY s W s X s W s X s    (26) 

 

1.2. Задание для самостоятельной работы 

Задана расчетная схема механической (нечетные варианты) или электри-

ческой (четные варианты) системы (рис. 4). Параметры системы и сигналы в 

ней для нечетных вариантов приведены в табл. 1, для четных – в табл. 2. 
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В механической системе внешнее воздействие может быть силовым (сила 

F(t) и момент силы M(t)) или кинематическим – перемещение точки системы 

η(t). Выходными сигналами являются обобщенные координаты. Параметры 

системы: m – масса и J – момент инерции тел, β – коэффициент вязкого трения 

и c – жесткость связей, a и b – линейные размеры. 

В электрической схеме входным сигналом является напряжение на пер-

вом каскаде схемы e1(t), выходные сигналы – напряжение e2(t) на выходном со-

противлении последнего каскада и ток i2(t), протекающий через элементы, со-

ставляющие это сопротивление. Параметры системы: R – активное сопротивле-

ние резисторов, L – индуктивность катушек, C – емкость конденсаторов. 

Определить систему дифференциальных уравнений, описывающих дина-

мику системы и найти передаточные функции для выходных сигналов по 

внешнему воздействию.  
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Рис. 4. Расчетные схемы динамических систем (по вариантам) 
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Т а б л и ц а  1 

Параметры и сигналы механической системы 

Номер 

варианта 

m, 

кг 

J, 

кг∙м
2
 

β1, 

Н∙с/м 

β2, 

Н∙с/м 

с1, 

Н/м 

с2, 

Н/м 
a, м b, м 

Обобщ. 

коорд. 

Внешн. 

возд. 

1 5 – 5 25 1000 750 0,5 0,8 x, φ F(t) 

3 – 0,5 8 12 2000 500 0,7 – x, φ η(t) 

5 10 – 50 5 800 300 – – x, y F(t) 

7 2 – 6 15 200 1000 1,0 1,5 x, φ M(t) 

9 3 – 12 25 700 900 – – x, y η(t) 

11 – 2 8 18 500 300 1,2 – x, φ M(t) 

13 7 – 15 35 600 1800 0,6 0,8 x, φ η(t) 

15 8 – 16 28 250 900 0,7 0,3 x, φ F(t) 

17 – 3,2 10 23 1200 450 0,9 1,5 φ, ψ M(t) 

19 12 – 48 14 450 1300 – – x, y F(t) 

21 5 – 13 17 400 700 0,8 – x, φ η(t) 

23 2 – 24 12 850 500 0,4 0,6 x, φ M(t) 

25 – 1,4 4 10 300 800 0,7 0,2 x, φ η(t) 

27 – 2,5 20 15 1100 350 0,6 1,1 φ, ψ M(t) 

29 – 1,8 28 11 1200 650 0,5 0,9 x, φ F(t) 

 

Т а б л и ц а  2 

Параметры и сигналы электрической системы 

Номер 

варианта 
R1, Ом R2, Ом L1, мГн L2, мГн C1, нФ C2, нФ 

2 200 2000 – 250 500 1000 

4 300 700 500 – 1200 500 

6 800 1300 200 650 900 – 

8 400 1500 750 300 – 250 

10 600 1800 1200 – 1500 800 

12 400 850 – 900 650 400 

14 1000 500 300 750 1300 – 

16 2000 1200 – 2500 1800 200 

18 100 1250 300 550 – 1200 

20 350 1400 650 – 700 1350 

22 450 1700 300 800 1000 – 

24 500 1200 – 150 850 400 

26 300 900 500 650 – 1750 

28 250 1100 350 – 600 300 

30 700 800 400 1350 – 650 
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Дополнительное задание. Определить временные характеристики сис-

темы (импульсную и переходную). 

Указание.  Для решения задачи можно воспользоваться обратным преоб-

разованием Лапласа и тем свойством, что импульсная характеристика является 

оригиналом передаточной функции и первой производной переходной характе-

ристики. 

1.3. Контрольные вопросы 

1) Что такое передаточная функция? 

2) Как перейти от системы дифференциальных уравнений к передаточ-

ным функциям и обратно? 


