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ЗАДАЧА 1. РАСЧЁТ ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК ЛИНЕЙНЫХ САУ  
Определить весовую функцию ω(t) и переходную функцию h(t) линейной САУ, состоящей из последовательного соединения апериодического Ι порядка и идеального интегрирующего звеньев, по заданным в табл. 1 параметрам ее передаточной функции в соответствии с последними двумя цифрами учебного шифра.
    Весовая функция w(t) (импульсная переходная функция) определяет характер изменения во времени выходного сигнала звена, если входной сигнал является импульсной функцией x(t) = δ(t) = 1′(t), которая представляет собой производную от единичной ступенчатой функции,т.е. ее кривая на плоскости охватывает площадь, равную 1:  y(t) = w(t)·δ(t) = w(t)·1′(t)
    Переходная функция h(t) определяет характер изменения во времени выходного сигнала звена, если входной сигнал является единичной ступенчатой функцией x(t) = 1(t):  y(t) = h(t)·1(t).
     Весовая функция является производной от переходной функции. Следовательно, весовую функцию w(t) можно определить путем аналитического и графоаналитического дифференцирования переходной функции h(t): w(t) = dh(t)/dt.
    Интегрирующее звено: Характерная особенность интегрирующего звена заключается в том, что скорость изменения значения выходного сигнала y(t) звена (производная y′(t)) прямо пропорциональна значению выходного сигнала, т.е.: y′(t) = K·x(t), или в операторной форме: p·y = K·x.  Из уравнения можно получить аналитическое выражение передаточной функции
интегрирующего звена: W(p) = y/x = K/p. Из этого следует, что весовая функция интегрирующего звена равна его статическому коэффициенту усиления К: w(t) = h′(t) = K
Апериодическое (инерционное) звено: Динамические свойства апериодического звена определяются дифференциальным уравнением первой степени: T· y′(t) + y(t) = K· x(t).
Из данного выражения следует, что динамические свойства звена зависят от аргумента Т, называющегося постоянной времени и определяющего длительность переходного процесса от начального значения выходной функции y(t) к установившемуся постоянному ее значению при подаче на вход единичной ступенчатой функции 1(t).
Уравнение может быть также представлено в операторной форме:
T·p·y + y = y(T·p + 1) = K· x
Из уравнения легко получаем аналитическое выражение для передаточной функции апериодического звена: W (p) = y/x = K/(T·p + 1).
Учитывая, что передаточная функция есть ничто иное, как изображение по Лапласу L[w(t)] весовой функции, найдем оригинал весовой функции, представив передаточную функцию в виде произведения изображений простейших функций, оригиналы которых можно найти из справочных таблиц изображений функций.

где  К – статический коэффициент усиления,
Т – постоянная времени,
р – оператор Лапласа
Запишем исходные данные:
	[bookmark: _Hlk374727525]Номер варианта
	T
	K

	40
	0,4
	9


Структурная схема линейной САУ имеет вид:


Рис. 1 Структурная схема линейной САУ.
Передаточные функции звеньев W1(p) и W2(p) имеют вид:


Так как по условию звенья соединены последовательно, то результирующая передаточная функция имеет вид:

САУ, передаточная функция которой имеет следующий вид:

Известно, что изображение весовой функции L[ω(t)] любой линейной САУ есть ничто иное, как ее передаточная функция:

Для отыскания оригинала весовой функции ω(t) = L-1[K(p)] разложим K(p) на элементарные дроби, соответствующие передаточным функциям отдельных звеньев системы САУ, и воспользуемся методом неопределенных коэффициентов для определения неизвестных статических коэффициентов усиления этих звеньев (коэффициенты А и В в числителях элементарных дробей):

Поскольку первая и последняя дробь равны, знаменатели у них одинаковы, то и числители должны быть одинаковые.
После приведения правой части выражения к общему знаменателю можно приравнять числители левой и правой частей полученного уравнения:
     
Подставляем свои данные в уравнение:

Приравнивая коэффициенты левой и правой частей уравнения при одинаковых степенях р, получим систему двух уравнений из двух неизвестных:


Подставляя вычисленные значения коэффициентов А и В в уравнение (1), получим

Переход от изображений элементарных функций f(p) в операторной форме записи к их оригиналам, как функций времени f(t), осуществляется, как правило, с использованием стандартных таблиц изображений, приводимых в справочной литературе. Так, например: 
оригинал L-1[1/р] функции 1/р равен: L-1[1/р] = 1. 
оригинал L-1[1/(р +10)] функции 1/(р + 10) равен: L-1[1/(р + 2.5)] = е -2.5t. 
Заменив в правой части уравнения (3) изображения элементарных функций на их оригиналы, получим искомое выражение для весовой функции:

Задаваясь различными значениями t, заполним таблицу расчетных значений и построим график ω(t).
Таблица 1
	t, с
	0,0
	0,2
	0,4
	0,6
	0,8
	1,0
	1,2
	1,4
	1,6
	1,8
	2,0

	g(t)
	0,000
	3,541
	5,689
	6,991
	7,781
	8,261
	8,551
	8,728
	8,835
	8,900
	8,939



	



Рисунок 2 График весовой функции  g(t).
Задаваясь различными значениями t, заполним таблицу расчетных значений и построим график ω(t). 
По известной весовой функции ω(t) можно найти переходную функцию h(t), принимая во внимание, что.
 Изображение L[h(t)] функции h(t) можно получить путем умножения передаточной функции K(p) исходной САУ на изображение еденичной ступенчатой функции 1/р.

Разложим правую часть уравнения на элементарные дроби с тем, чтобы получить более простые изображения функций для нахождения их оригиналов.

Поскольку первая и последняя дробь равны, знаменатели у них одинаковы, то и числители должны быть одинаковые.
После приведения правой части выражения к общему знаменателю приравняем числители левой и правой частей полученного уравнения:

Приравниваем левую и правую части  уравнения и подставляем численное значения вместо переменных К и T:

 при одинаковых степенях р, получим систему трех уравнений из трех неизвестных:


Подставляя вычисленные значения коэффициентов А, В и С в уравнение (6), получим:

Воспользовавшись известными таблицами изображений, найдем оригиналы простейших функций: 
L-1[1/р] = 1; 
L-1[1/р2] = t;
 L-1[1/(р + 2.5)] = е -2.5∙t.
Заменив в правой части уравнения (8) изображения элементарных функций на их оригиналы, получим искомое выражение для переходной функции: 
h(t) = 9∙[t – 0,4∙(1 - е -2.5t )]    ha(t)=9 ( t-0.4)= 9t – 3.6
Задаваясь различными значениями t, заполним таблицу расчетных значений и построим график h(t) и ha(t). 
Таблица 2
	t
	0
	0.2
	0.4
	0.6
	0.8
	1.0
	1.2
	1.4
	1.6
	1.8
	2.0

	h(t)
	0
	0.383
	1.324
	2.603
	4.087
	5.695
	7.379
	9.108
	10.86
	12.6
	14.42

	ha(t)
	-3,6
	-1,8
	0
	1.8
	3,6
	5,4
	7,2
	9
	10,8
	12,6
	14,4



	



Рисунок 3 –График переходной функции h(t)
Этот результат можно получить путем непосредственного интегрирования весовой функции ω(t):




ЗАДАЧА 2. РАСЧЁТ ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ЛИНЕЙНЫХ САУ 
Определить круговую частоту ω, с которой устройство САУ, состоящее из последовательно включенных двух апериодических Ι порядка  и одного идеального интегрирующего звеньев, дает заданный сдвиг по фазе между выходным и входным сигналами. При этом следует определить амплитуду выходного сигнала Ym на данной частоте, если известна амплитуда входного сигнала Xm.
[bookmark: OLE_LINK1][bookmark: OLE_LINK2]Идеальное дифференцирующее звено имеет вид:
[image: ]
Апериодическое звено имеет вид:
[image: ]
 Передаточная функция заданной САУ имеет следующий вид:

Исходные данные для решения задачи:
	Номер варианта
	K
	T1, c
	T2, c
	Xm
	φ, град

	40
	1
	0,025
	0,25
	8
	-150



По передаточной функции K(p), представленной в операторной форме, найдем выражение для амплитудно-фазо-частотной характеристики (АЧХ или ККУ) K(jω) путем замены в выражении оператора Лапласа р на комплексную переменную jω.



Где,
  –модуль АФХ (ККУ) представляющий собой амплитудно-частотную характеристику (АЧХ) системы САУ;

-аргумент АФХ (ККУ), представляющий собой фазочастотную характеристику (ФЧХ) системы САУ.
Задаваясь значениями круговой частоты ω с шагом 1-2 рад/с определим значения функции φ(ω), занесем их в таблицу расчетных значений и построим график ФЧХ:

Таблица 3 – Расчетные данные ФЧХ и АЧХ. 

	ω, рад/с
	1
	3
	5
	7
	9
	11
	13
	15

	ϕ(ω), град
	-105.4
	-131.1
	-148.4
	-160.1
	-168.7
	-175.3
	-180.9
	-185.6

	A(ω)
	0.969
	0.265
	0.123
	0.069
	0.044
	0.029
	0.021
	0.016







Построим график ФЧХ:
	



Рисунок 4- График ФЧХ.
По графику ФЧХ (рис. 4) находим значение круговой частоты ω, при которой устройство САУ дает заданный сдвиг по фазе между выходным и входным сигналами  .Из графика видно, что .
Построим график АЧХ.
	



Рисунок 5 –График АЧХ.

По графику АЧХ (рис. 5) или таблице 3 находим значение модуль АФХ (ККУ)  на частоте . Из графика АЧХ (рис. 5) видно, что . 
Затем определяем искомую амплитуду выходного сигнала, как  Ym на данной частоте, если известна амплитуда входного сигнала Xm:



ЗАДАЧА 3. ПОСТРОЕНИЕ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК И ГОДОГРАФА АФЧХ или АФХ

Построить асимптотическую логарифмическую амплитудно-частотную характеристику (ЛАЧХ) и логарифмическую фазочастотную характеристику ЛФЧХ для линейной системы САУ, состоящей из четырех последовательно включенных звеньев: 
одного реального дифференцирующего звена с передаточной функцией К1(р) = К1∙(Т1∙р + 1); 
двух апериодических звеньев первого порядка с передаточными функциями К2(р) = К2/(Т2∙р + 1) и К3(р) = К3/(Т3∙р + 1); 
одного идеального интегрирующего звена с передаточной функцией К4(р) = К4/р.
ЛАЧХ – логарифмическая амплитудно-частотная характеристика;
ЛФЧХ – логарифмическая фазовая частотная характеристика.
ЛАЧХ представляет собой график зависимости L(ω) = 20lg[H(ω)] от десятичного логарифма частоты lg(ω). При построении ЛАЧХ по оси абсцисс откладывают частоту в логарифмическом масштабе, а по оси ординат L(ω). Единицей L(ω) является децибел (дБ), равный одной десятой Бела. L(ω) = 20 означает, что на данной частоте при прохождении сигнала через звено его амплитуда увеличивается в 10 раз.
ЛФЧХ – это график зависимости частотной функции φ(ω) от десятичного логарифма частоты lg(ω). При его построении по оси абсцисс откладывают частоту в логарифмическом масштабе, по оси ординат откладывают φ(ω) в градусах или радианах.
В обоих случаях за единицу масштаба по оси абсцисс принимается декада – это частотный интервал, соответствующий изменению частоты в 10 раз. Ось ординат при построении этих характеристик проводят часто через точку (ω = 1) которая соответствует                                                                                           началу координат lg(1) = 0.
Запишем исходные данные в соответствии с заданным вариантом:
	Номер варианта
	K
	T1, c
	T2, c
	T3, c

	40
	10
	0,1
	1,0
	0,05



По условиям задачи передаточная функция заданной линейной САУ имеет следующий вид:

, где 

Найдем выражение для логарифмической АЧХ и ФЧХ, для чего сначала определим АФЧХ системы по ее передаточной функции K(р), заменяя в ней оператор Лапласа р на комплексную переменную jω. w- круговая частота

, где    - амплитудно-частотная характеристику (АЧХ) системы САУ;
 -  аргумент частотной передаточной функции, представляющий собой фазочастотную характеристику (ФЧХ) системы САУ.
По известной АЧХ определим выражение для ЛАХ L(ω):

Асимптотическую ЛАЧХ строим путем замены непрерывной кривой ЛАХ несколькими прямыми отрезками, которые сопрягаются между собой в точках, соответствующих круговым частотам ωс (сопрягающим частотам), численно равным обратной величине от постоянных времени, входящих в выражение .
 Расположим сопрягающие частоты в порядке возрастания при следующих исходных данных нашего примера:
 К = 10; Т1 = 0,1 с; Т2 = 1 с; Т3 = 0,05 с. 

 В нашем примере имеем три сопрягающие частоты: 



Расположим сопрягающие частоты в порядке возрастания при следующих исходных данных нашего примера:
 К = 10; Т1 = 0,1 с; Т2 = 1 с; Т3 = 0,05 с. 
Учитывая, что чем больше значение постоянной времени, тем меньше значение сопрягающей частоты, можем написать следующее неравенство:

Выбираем масштаб для одной декады частот так, чтобы в этом масштабе на оси абсцисс (частот) разместить три декады логарифмической шкалы. Если значения всех сопрягающих частот больше или равно 1 (ωс ≥ 1рад/с), то в качестве границ декад выбираем круговые частоты 1, 10, 100 и 1000 рад/с. В том случае, когда значение хотя бы одной из сопрягающих частот находится в диапазоне 0,1 ≤ ωс < 1, то границы декад необходимо сместить влево на одну декаду, т.е. выбрать 0,1, 1, 10 и 100 рад/с.
 В пределах каждой декады можно выделить промежуточные значения частот, используя для этих целей логарифмическую шкалу. Затем на логарифмической оси частот отмечаем точки, соответствующие сопрягающим частотам ωс1, ωс2, ωс3, и проводим через них вертикальные пунктирные линии. Ось ординат проводим через частотную отметку 1 рад/с и выбираем соответствующий масштаб, исходя из значения величины 20∙lgK, так, чтобы можно было отложить значения (20∙lgK + 20) и (20∙lgK - 40), дБ.
 В нашем случае откладываем на оси ординат следующие точки:
[bookmark: _GoBack]L 20∙lg10 = 20; 
20∙lg10 + 20 = 40;
 20∙lg10 – 40 = -20 дБ.
 С целью удобства построения асимптотической ЛАЧХ выбираем масштаб 1 см на 10 дБ. Проводим через точку 20∙lgK вправо от оси ординат прямую линию с наклоном -20 дБ на декаду, для чего соединяем эту точку с точкой (20∙lgK - 20), расположенной на частотной отметке 10 рад/с. Так как в нашем примере первая по порядку следования сопрягающая частота ωс2 < 1, то продолжим эту прямую влево от оси ординат до пересечения с вертикальной пунктирной линией, исходящей из точки 0,1 рад/с на оси частот. Очевидно, что ордината точки пересечения равна (20∙lgK + 20) = 40 дБ. 
На отрезке логарифмической оси частот 0,1 ≤ ω ≤ ωс2 асимптотическая ЛАЧХ описывается выражением: L(ω) = 20∙lgK - 20∙lgω и представляет собой отрезок проведенной ранее прямой с наклоном -20 дБ/дек, соединяющий точки ее пересечения с вертикальными пунктирными линиями, проведенными из точек 0,1 и ωс2 и имеющими ординаты, соответственно: L(0,1) = 20∙lg10 - 20∙lg0,1 = 40 дБ и L(ωс2) = L(0,5) = 20∙lg10 - 20∙lg0,5 = = (40 - 20∙lg5) дБ. 
Первая сопрягающая частота ωс2 принадлежит инерционному звену, поэтому после этой частоты асимптотическая ЛАЧХ на отрезке частотной оси ωс2 ≤ ω ≤ ωс1 описывается выражением: L(ω) = 20∙lgK - 20∙lgω - 20∙lg(ω∙Т2) и, следовательно, ее наклон увеличивается на -20 дБ/дек и становится равным -40 дБ/дек. Соединяя ординаты (40 - 20∙lg5) в точке ωс2 = 0,5 рад/с с ординатой (- 20∙lg5) в точке ω = 10∙ωс2 = 5 рад/с пунктирной линией получим отрезок прямой с наклоном -40 дБ/дек, который пересекает вертикальную пунктирную линию, соответствующую круговой частоте ωс1 = 2,5 рад/с, в точке с ординатой L(ωс1) = L(2,5) = 20∙lg10 - 20∙lg2,5 - 20∙lg(2,5∙2) = (20 - 20∙lg12,5) = (-20 lg1,25) дБ. Соединяя ординату L(ωс2) = (40 - 20∙lg5) дБ сплошной прямой линией с ординатой L(ωс1) = (-20∙lg1,25), соответствующей точке пересечения наклонной пунктирной линии с вертикальной пунктирной линией), получим на отрезке логарифмической оси частот ωс2 ≤ ω ≤ ωс1 очередную асимптоту ЛАЧХ с наклоном -40 дБ/дек.
Вторая сопрягающая частота ωс1 принадлежит дифференцирующему звену, поэтому после этой частоты асимптотическая ЛАЧХ на отрезке частотной оси ωс1 ≤ ω ≤ ωс3 описывается выражением: L(ω) = 20∙lgK - 20∙lgω - 20∙lg(ω∙Т2) + 20∙lg(ω∙Т1) и, следовательно, ее наклон уменьшается на 20 дБ/дек и становится вновь равным -20 дБ/дек. Соединяя пунктирной линией ординаты (-20∙lg1,25) в точке ωс1 = 2,5 рад/с с ординатой (-20 - 20∙lg1,25) в точке ω = 10∙ωс1 = 25 рад/с получим отрезок прямой с наклоном -20 дБ/дек. Продолжим эту 9 наклонную прямую до пересечения с вертикальной пунктирной линией, соответствующей круговой частоте ωс3 = 50 рад/с, в точке с ординатой L(ωс3) = L(50) = = 20∙lg10 - 20∙lg50 - 20∙lg(50∙2) + 20∙lg(50∙0,4) = (-40 + 20∙lg4) дБ. Соединяя ординату L(ωс1) = (-20∙lg1,25) дБ сплошной прямой линией с ординатой L(ωс3) = (-40 + 20∙lg4), соответствующей точке пересечения наклонной пунктирной линии с вертикальной пунктирной линией), получим на отрезке логарифмической оси частот ωс1 ≤ ω ≤ ωс3 очередную асимптоту ЛАЧХ с наклоном -20 дБ/дек. 
Третья сопрягающая частота ωс3 принадлежит интегрирующему звену, поэтому после этой частоты асимптотическая ЛАЧХ на отрезке частотной оси ω ≥ ωс3 описывается выражением: L(ω) = 20∙lgK - 20∙lgω - 20∙lg(ω∙Т2) + 20∙lg(ω∙Т1) - 20∙lg(ω∙Т3) и, следовательно, ее наклон вновь увеличивается на -20 дБ/дек и становится равным -40 дБ/дек. Соединяя сплошной линией ординаты (-40 + 20∙lg4) в точке ωс3 = 50 рад/с с ординатой (-80 + 20∙lg4) в точке ω = 10∙ωс3 = 500 рад/с получим асимптоту ЛАЧХ с наклоном -40 дБ/дек.
На рис. 6 показан график асимптотической ЛАЧХ, построенный с применением программы Mathcad.
	



Рисунок 6 – График асимптотической ЛАЧХ
Для построения логарифмической ФЧХ воспользуемся выражением 

	Задаваясь численными значениями круговой частоты от 1 до 1000 рад/с (при ωс2 ≥ 1), заполняем cсоответствующий столбец табл. 4 значениями частотной функции φ(ω) 
Для построения годографа АФЧХ необходимо также заполнить соответствующие столбцы табл. 4, для чего необходимо произвести расчет модуля Н(ω) частотной передаточной функции W(jω) и его проекций на мнимую (М(ω) = Н(ω)∙sin[φ(ω)]) и действительную (N(ω) = Н(ω)∙cos[φ(ω)])
Таблица 4
	ω, рад/с
	ϕ(ω), град
	Н(ω)
	M(ω)
	N(ω)

	0
	-90
	3,195
	-8,94
	-4,481

	1
	-132,1
	7,09
	1,444
	-1,444

	2
	-147,835
	4,516
	0,812
	0,812

	3
	-153,3
	3,19
	1,647
	-1,647

	4
	-155,4
	2,425
	2,424
	2,424

	5
	-156,1
	1,914
	1,521
	1,521

	6
	-156,2
	1,545
	1,115
	1,115

	7
	-156,167
	1,267
	1,001
	1,001

	8
	-156,016
	1,052
	0,919
	0,919

	9
	-155,9
	0,884
	0,817
	0,817

	10
	-155,8
	0,752
	0,708
	0,708

	20
	-158,7
	0,194
	-0,243
	-0,013

	30
	-162,83
	0,11
	0,064
	0,11

	40
	-166,03
	0,073
	-0,036
	-0,073

	50
	-168,363
	0,053
	0,055
	0,016

	60
	-170,073
	0,04
	-0,018
	0,04

	70
	-171,366
	0,032
	-0,034
	-0,005

	80
	-172,373
	0,027
	-0,011
	-0,026

	90
	-173,175
	0,022
	0,008
	-0,022

	100
	-173,828
	0,019
	-0,01
	-0,017

	200
	-176,863
	0,0069
	-0,0057
	-0,0041

	300
	-177,904
	0,00379
	-0,0035
	-0,00151

	400
	-178,426
	0,0024
	-0,0015
	-0,0019

	500
	-178,741
	0,0017
	-0.00058
	0,0016

	600
	-178.95
	0.0013
	-0.00016
	-0,0013

	700
	-179,1
	0,001073
	-0,000031
	0,00108

	800
	-179,212
	0,000879
	-0,000124
	-0,000875

	900
	-179,3
	0,00073
	-0,000168
	-0,0007214

	1000
	-179,37
	0,00063
	-0,0001864
	-0,0006044



Выполним построение по полученным данным в таблице 4 логарифмической ФЧХ
Для построения ЛАЧХ, ЛФЧХ и годографа АФЧХ воспользуемся программой Mathcad. Годограф АФЧХ, построенный с применением этой программы, показан на рис 8..
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Рисунок 7 - Логарифмическая фазочастотная характеристика
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Рисунок 8 -  Годограф АФХ для заданной САУ
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