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Гениальность может оказаться лишь мимолетным шансом.
Только работа и воля могут дать ей жизнь и обратить её в славу.

Альбер Камю

Определение 1. Множество M ⊂ R называется ограниченным сверху, если найдется такое число c ∈ R, что при любом
x ∈ M будет выполнено неравенство x 6 c. Каждое такое число c называют верхней гранью множества M . Аналогично
определяются понятия нижней грани и ограниченного снизу множества. Множество, ограниченное сверху и снизу
называется ограниченным.

Определение 2. Число c называется точной верхней гранью множества M , если оно является верхней гранью мно-
жества M , но никакое меньшее число не является верхней гранью множества M . Обозначение: c = supM (читается
«супремум» множества M).

Задача 1. Дайте определение точной нижней грани множества M (infM , «инфимум» M).

Задача 2. Докажите, что c есть супремум M тогда и только тогда, когда выполнены два условия:
1) для всех x ∈ M верно, что x 6 c; 2) для любого числа c1 < c найдется такое x ∈ M , что x > c1.

Задача 3. (Лемма о точной верхней грани) Докажите, что всякое ограниченное сверху непустое подмножество мно-
жества действительных чисел имеет точную верхнюю грань.1

Задача 4. Может ли у множества быть несколько точных верхних граней?

Задача 5. Найдите sup и inf множеств:
а)

{
a2 + 2a

∣∣ − 5 < a 6 5
}
; б)

{
1
2 ± n

2n+1

∣∣ n ∈ N
}

; в)
{
1 + n

n+1 · cos nπ
2

∣∣ n ∈ N
}

; г)
{

n−1
n+1 · cos 2nπ

3

∣∣ n ∈ N
}

;
д) множество всех правильных рациональных дробей m

n , где m и n — натуральные числа и 0 < m < n.

Задача 6. Пусть A и B — некоторые подмножества в R, и пусть известны supA и supB. а) Найдите sup (A+B),
где A + B =

{
a+ b

∣∣ a ∈ A, b ∈ B
}
. б) Найдите inf (A ·B), где A · B =

{
a · b

∣∣ a ∈ A, b ∈ B
}
, если A и B состоят из

отрицательных чисел.

Задача 7. (Теорема Вейерштрасса) Докажите, что ограниченная сверху неубывающая последовательность действи-
тельных чисел имеет предел. Чему равен этот предел? Верно ли аналогичное утверждение для ограниченной снизу
невозрастающей последовательности?

Задача 8. Докажите сходимость последовательностей:

а) xn = 10
1 · 11

3 · . . . · n+9
2n−1 ; б) xn =

(
1− 1

2

)
·
(
1− 1

4

)
· . . . ·

(
1− 1

2n

)
; в) xn =

√
2 ·

√
2 · . . . ·

√
2︸ ︷︷ ︸

n корней

.

Задача 9. Пусть рациональное число m
n меньше единицы. Докажите, что i-ая цифра его десятичной записи 0, a0a1a2a3 . . .

вычисляется по формуле: ai =
((

(m · 10i) mod n
)
· 10

)
/n, где последняя операция деления подразумевается цело-

численной. Докажите, что при делении уголком всегда получится конечная десятичная дробь или периодическая
бесконечная. Придумайте алгоритм преобразования произвольной периодической бесконечной десятичной дроби в
рациональное число.

Задача 10. Верно ли, что каждое действительное число b > 0 есть точная верхняя грань множества всех конечных
десятичных дробей, являющихся начальными кусками b? Что изменится, если убрать требование положительности
числа b?

Задача 11. Докажите, что между любыми двумя действительными числами существует бесконечно много рациональ-
ных и иррациональных чисел.

Задача 12. Докажите формулу а) длины окружности; б) площади прямоугольника2.

1Используйте представление действительного числа в виде бесконечной десятичной дроби.
2Интересен случай, когда длины обеих сторон являются иррациональными числами.
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