1.3. Методические указания 
Элементы теории погрешностей
Отклонение истинного решения от приближенного называется погрешностью. Полная погрешность складывается из двух составляющих: 
а) неустранимая погрешность – обусловлена погрешностью постановки задачи и неточностью исходных данных;
б) устранимая погрешность, включающая погрешность метода решения задачи и погрешность вычислений.
Устранимая погрешность может быть уменьшена выбором более совершенного (точного) метода и увеличением разрядности вычислений.
Характеристиками точности решения задачи является абсолютная и относительная погрешности.
Пусть Х – точное решение задачи, Х* - приближенное решение.

Определение. Абсолютной погрешностью приближенного числа Х* - называют величину , которая является ограничением разности

.					(1)

Т.е. 
Х*-     Х    Х*+ .
Другая форма записи абсолютной погрешности 
Х=Х*   .

Определение. Относительной погрешностью приближенного числа Х* - называют величину , определяемую выражением

.					(2)

Пример.
Пусть е=2,7180,001.
Отсюда
Х=е; Х*=2,718; =0,001;

.

Определение.  Значащими цифрами числа Х* называют все цифры в его записи, начиная с первой ненулевой слева. 
Любое число можно представить в виде:
Х*= 1n  + 2n-1 + … + mn-m+1,
где	1	– первая значащая цифра;
- основание системы счисления (2,8,10,16);
0 i .

Пример. 
2,718=2  100 + 7 10-1 + 1 10-2  + 8  10-3.
=10; 1=2; 2=7; 3=1; 4=8; n=0.

Определение.  Значащая цифра к считается верной, если выполняется неравенство
  n-к+1 , 	0 < 1,
в противном случае - к  - сомнительная цифра.

Пример. Определить число верных знаков в записи числа е =2,7180,001.

Х*=2,718;	 =0,001=0,1 10-2; n=0.
Выберем =0,75.

0,1  10-2  0,75  10 0-к+1.
Решим неравенство относительно неизвестного к. к  3.
Таким образом., верными цифрами числа являются  2,71. Цифра 8 –сомнительная.

Основной задачей теории погрешности является оценка погрешности сложной функции по известным погрешностям аргументов этой функции. 
Если задана функция Z=f(x1, х2, … , хn) и известны абсолютные (либо относительные) погрешности аргументов х1, х2,…, хn   ( х1, х2,…, хn), то погрешности самой функции Z, Z  определяются по формулам:




,            			(3)

.				(4)
Если сложная функция Z зависит только от двух аргументов, т.е. Z=f(x, y), формулы погрешностей  имеют достаточно простой вид и приведены ниже для наиболее часто встречающихся типах функциональных зависимостей.
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Численное интегрирование




При вычислении определенного интеграла   нередко возникают сложности получения первообразной подынтегральной  функции  либо функция  представлена не в аналитическом виде, а в виде отдельных отсчетов (измерений). В этом случае, может быть поставлена задача численного (приближенного) интегрирования. При её решении интеграл вычисляется как сумма значений подынтегральной функции  . 

,					(5)


где 	 - числовые коэффициенты;


 – узлы равномерной сетки, в которых задана или вычисляется функция ;

 - шаг сетки;

;
n – число узлов на интервале [a, b].
	 

Выражение (5) носит название квадратурной формулы. Она не позволяет вычислить интеграл, т.к. коэффициента Ai в общем случае неизвестны. Однако, заменяя на каждом частичном интервале [xi, xi-1] подынтегральную функцию f(x) полиномом определенной степени, можно получить достаточно простые формулы численного интегрирования.   
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Рис.1.Метод средних прямоугольников

Разобьем интервал интегрирования [a, b] на n  равных частей. Внутри каждого i-го участка 



[xi-1, xi] подынтегральная функция f(x) заменяется многочленом 0-ой степени, т.е. прямой линией, параллельной оси абсцисс. Эта прямая на каждом участке может быть проведена через левую границу интервала , правую - , либо через среднюю точку . Отсюда и название методов: левых, правых и средних прямоугольников. 

На рисунке 1. приведена иллюстрация метода средних прямоугольников. Таким образом, исходная функция заменена ломанной. Формула средних прямоугольников имеет вид:

.	                       (6)


Геометрически это означает, что площадь криволинейной трапеции, которая равна численному значению интеграла, приближенно заменяется суммой площадей прямоугольников с основанием h и высотой .
Формулы левых и правых прямоугольников отличаются от формулы (6) лишь заменой значения функции. Но при этом, погрешность численного интегрирования возрастает на порядок. 

Формула трапеций
Если значение подынтегральной функции заменить на каждом частичном интервале [xi-1, xi] полиномом 1-ой степени, то квадратурная формула (5) примет вид: Рис.2. Метод трапеций
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Площадь криволинейной трапеции заменена в данном методе суммой площадей прямолинейных трапеций. Как видно из геометрической интерпретации погрешность значительно уменьшается на участках, где подынтегральная функция близка к линейной. Способом уменьшения погрешности является уменьшение шага интегрирования h.

Формула Симпсона
Формула Симпсона (формула парабол) более точная по сравнению с предыдущими методами. Подынтегральная функция заменяется на каждом частичном интервале [xi–1, xi] полиномом второй степени P2(x) по трем равноотстоящим узлам. 
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Рис.3. Метод трапеций

На рис. 3 приведена иллюстрация для единственного интервала [x0, x2].
Просуммировав все частичные площади, получим формулу Симпсона 


. 		(8)

Замечание. Формула Симпсона определена только для четного количества узлов n. При нечетном n необходимо добавить дополнительный узел n=n+1. 
Оценка погрешности квадратурных формул
Оценка погрешности квадратурных формул может быть осуществлена двумя способами: по формуле остаточного члена и по принципу Рунге.
Принцип Рунге позволяет оценить погрешность интегрирования по вычисленным значениям интеграла для шага h  и 2h (Ih, I2h). Общая формула 

,						(9)
где k- порядок метода, 
k=3 -  метод трапеций;
k=5 – метод Симпсона.


Для формулы остаточного члена справедливы следующие оценки.
Метод средних прямоугольников:

.			(10-а)
 Метод трапеций:

	.			(10-б)

Метод Симпсона:


	. 		(10-в)
В формулах оценки погрешности величины M2, M4 характеризуют значения производных II, IV степени на интервале:

.
Формула остаточного члена позволяет найти количество точек разбиения интервала [a, b] для вычисления интеграла с заданной точностью . 
Пример. 
Найти количество точек разбиения n интервала [0, 3] для вычисления методом трапеций с точностью =10-2 интеграла от функции f(x)=sin(x).



Заменим в  формуле (10-б) значение получим


 


Из этого выражения найдем n:

.
Для вычисления  n найдем значение M2 на интервале [0, 3]:

 на любом интервале. 
Отсюда

.
Т.е. разбив интервал [0, 3] не менее чем на 15 частей, можно вычислить интеграл с точностью 10-2.

Решение нелинейных уравнений  
Существуют 2 типа нелинейных уравнений: алгебраические (содержащие степени аргумента) и трансцендентные (содержат тригонометрические, логарифмические и другие специальные функции). 
Пусть задана непрерывная на интервале [a, b] функция f(x). Требуется найти корни уравнения f(x)=0. Корнем уравнения (или его нулем) называют всякое значение x=, обращающее функцию f(x)  в тождество, т.е. f()=0. Графически каждый корень соответствует точке пересечения графика функции с осью абсцисс, рис. 4. 
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Рис.4. 

Эта задача разделяется на ряд этапов.
1. Отделение корней, т.е. нахождение интервала [a b], внутри которого находится только один требуемый  корень.
2. Уточнение корней, т.е. вычисление их с заданной точностью.

Первый этап основан на теореме интервалов: если непрерывная функция f(x) на концах интервала [a b] принимает значения разных знаков, то внутри интервала [a b] существует хотя бы один корень уравнения f(x)=0.
В соответствии с теоремой решение нелинейного уравнения начинается с выбора интервала [a b], а затем производится уточнение и выбор  требуемого корня одним из численных методов. 
Все методы решения нелинейных уравнений допускают хорошую геометрическую интерпретацию. Поэтому ниже при изложении будет приведена геометрическая иллюстрация метода и его алгоритмизация.
Метод половинного деления (дихотомии)
Пусть дано нелинейное уравнение f(x)=0.
Допустим, что на этапе отделения корней удалось найти отрезок [а,b], на котором расположено значение точного корня xт, т.е. а< xт < b, f(a)f(b)<0, рис.5.
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Рис. 5. Геометрическая иллюстрация метода половинного деления

В качестве начального приближения корня х0 принимаем середину отрезка х0=(а+b)/2. Далее исследуем значения функции: если f(x0)=0, то х0 является корнем уравнения, т.е. xт =х0. Если f(x0)0, то в качестве нового интервала выбираем одну из половин отрезка [а,х0] или [х0,b], на концах которой функция f(x) имеет противоположные знаки, т.е. содержит искомый корень. Для рис. 5 это интервал [a, x0]. Интервал [x0, b] исключаем, на концах его знак f(x) не меняется.

Отрезок [a, x0] вновь делим пополам. Новое приближение: x1=(а+x0)/2. Исследуем функцию f(x) на концах отрезка и отбрасываем отрезок [a,x1], т.к. f(x1)>0 и f(a)>0. Выбираем отрезок [x1,x0], нa концах которого функция имеет противоположные знаки f(x1)>0, f(x0)<0. Вновь делим пополам и получаем новое приближение корня x2=(x1+x0)/2 и т.д. Итерационный процесс продолжаем до тех пор, пока длина отрезка после n-ой итерации не станет меньше некоторого заданного малого числа (точности вычисления корня) , т.е. .

Тогда за искомое значение корня принимается последнее полученное приближение xn, и говорят, что решение уравнения найдено с точностью . Одновременно подсчитываем количество шагов (итераций) за которое был найден корень.
Математические формулы метода дихотомии просты и определяют приближение к корню на очередной итерации и правило останова

						(11)

Или

		(12)
Следующим этапом численного решения уравнения является разработка алгоритма метода дихотомии. Описание алгоритма возможно в виде блок-схемы (рис.6) или в виде пошагового описания.
Алгоритм метода дихотомии
Шаг 1. 	Выбор интервала [a, b], такого что f(a)f(b)<0.
Задание точности вычисления корня . 
Счетчик числа итераций n=0.
Шаг 2. 	Вычисление c=(a+b)/2, n=n+1.
Шаг 3. 	Если f(c)=0, то переход на Шаг 5.
иначе
Если f(a)f(c)<0, то b=c,
иначе a=c.
Шаг 4. 	Если b-a>, то переход на Шаг 2. 
иначе переход на Шаг 5.
Шаг 5. 	Печать результатов: корня уравнения c, число итераций n. Выход из итерационной процедуры.
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Рис. 6. Блок- схема метода половинного деления

Метод хорд
Метод также относится к интервальным методам, т.е. требует первоначального выбора интервала [a, b]. Алгоритмизация метода практически совпадает с методом половинного деления, за исключением  шага 2.
Вместо деления интервала [a, b] пополам метод предполагает поделить его в отношении f(a) / f(b). Графически это означает построение хорды между точками f(a) и f(b), рис.7. Уравнение этой прямой имеет вид:


.
Эта прямая пересекает ось абсцисс  при значении x=c, f (c)=0. Отсюда найдем  искомое приближение (с)  к точному корню xт :

.	    			 (12)
В остальном алгоритмизация метода хорд полностью повторяет алгоритм метода дихотомии.  
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Рис. 7. Геометрическая иллюстрация метода хорд 






Замечание.
1. В некоторых случаях (как, например, на рис.7.) стандартное правило останова итерационной процедуры  b-a<, может не привести к решению, т.к. одна из границ остается неподвижной. В этом случае целесообразно использовать следующее правило останова

,					(13)
	где xn, xn-1 значения корней на двух соседних итерациях, найденные по формуле (12).
Метод Ньютона
Метод Ньютона очень популярен. Это объясняется тем, что в отличие от методов дихотомии и хорд, метод Ньютона не требует первоначального задания интервала, на концах которого функция имеет разные знаки. Вместо интерполяции по двум точкам, в методе Ньютона осуществляется экстраполяция (прогнозирование) с помощью касательной к функции. 
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Рис. 8. Геометрическая иллюстрация метода Ньютона 

Проведем касательную в точке f(x0). Первым приближением корня будет точка пересечения этой касательной с осью абсцисс – x1. Через точку f(x1) снова проводим касательную, точка пересечения которой с осью ОХ даст нам второе приближение корня х2 и т.д.
Процесс итераций состоит в том, что в качестве приближений к корню принимаются значения x0, x1, x2, ... точек пересечения касательной к кривой f(x) с осью абсцисс. Геометрически метод это означает замену небольшой дуги кривой f(x) касательной. При этом не требуется задавать отрезок [а, b], содержащий корень уравнения, а достаточно лишь найти некоторое начальное приближение корня х0. К выбору этого начального приближения к корню метод Ньютона чрезвычайно критичен. Именно начальное приближение определяет сходимость (или расходимость) метода. 
Для начала работы метода требуется найти начальное приближение, точку х0, которая образует сходящуюся итерационную процедуру.
Достаточные условия сходимости метода Ньютона
Пусть корень функции отделен на интервале [a, b], а производные f'(x), f"(x) сохраняют знак на интервале.
Тогда, исходя из начального приближения x0[a, b], удовлетворяющего неравенству

,					(14)
можно построить итерационную последовательность

,					(15)
сходящуюся к единственному на интервале [а, b] решению хт уравнения f(x)=0.

Условия (14) позволяют найти начальное приближение, гарантирующее сходимость метода Ньютона. А формула (15) – построить итерационную процедуру приближения к корню уравнения. В основе формулы (15) лежит разложение в ряд Тейлора в окрестности точки f(xn) и отбрасывании нелинейных членов ряда. 
Правила останова стандартные и определены формулой (13).

Алгоритм метода Ньютона
Шаг 1. 	Выбор начального приближения x0 (a или b) по условию (14).
Задание точности вычисления корня . 
Счетчик числа итераций n=0.
Шаг 2. 	Вычисление корня xn=x n–1 – f(x n–1)/f(x n–1), 
n=n+1.
Шаг 3. 	Если xn–xn–1 >, то переход на Шаг 2. 
иначе переход на Шаг 4.
Шаг 4. 	Печать результатов: корня уравнения xn, число итераций  n. 
Выход из итерационной процедуры.


Решение нелинейных уравнений и систем нелинейных уравнений в пакете MathСad
Для решения нелинейных уравнений могут быть использованы следующие процедуры Mathcad:
· root;
· вычислительный блок Given - Find (Дано - Найти);
· вычислительный блок Given - Minerr (Дано - Минимальная погрешность). 
Процедура root позволяет найти только один корень уравнения. Причем, перед использованием процедуры требуется задать начальное значение (приближение) корня. Синтаксис этой процедуры приведен ниже:


Для root процедуры большое значение имеет начальное приближение к корню. Например, если вместо х:=-10, задать значение х:=10, то процедура root вообще не найдет корень и выдаст об этом сообщение. 

Особенности применение вычислительных блоков 	рассмотрим на примере решения  системы  нелинейных уравнений:


Продемонстрируем решение этой система в пакете Mathcad:


При использовании вычислительного блока необходимо учитывать следующие особенности:
1. Должны быть определены начальные приближения к корням (в данном примере x:=1  y:=1). 
2. В равенствах должны быть использованы знаки тождественного равенства (жирное равенство с Палитры отношений и логики). Кроме равенств система может включать и неравенства, образуемые знаками < , > ,  , .
3. Служебные слова Given, Find могут быть взяты из служебных слов, либо просто напечатаны.
Вычислительный блок Given - Find создает итерационную последовательность приближений к корню, начиная с заданного начального  приближения. Полученное решение таково, что при подстановке его в уравнения правая и левая часть его отличается на величину TOL (TOLerance - точность, погрешность). По умолчанию величина TOL=10-3. Если требуется более точный результат, то величину TOL можно сменить либо в меню MATH Options, либо задав величину в рабочем листе, например TOL :=10-8. (Имя переменной TOL записывается только в верхнем регистре). 
Правила записи вычислительного блока Given - Minerr такие же. Однако итерационная процедура поиска корней ориентирована на поиск решения, минимизирующего разность правой и левой части уравнений. Поэтому возможны ситуации, когда при одних и техже начальных приближениях вы числительные блоки Given - Minerr и Given - Find приводят к разным решениям. 
Приближение экспериментальных данных 
Под экспериментальными данными понимается числовая информация, полученная при измерении некоторых параметров наблюдаемого процесса (явления).  
При обработке экспериментальных данных часто возникает потребность построения некоторой эмпирической (опытной) формулы по полученным в ходе эксперимента данным. Полученная формула называется аппроксимирующей, а сам способ приближения функции – аппроксимацией. 
Различают три задачи приближения экспериментальной информации: интерполяция, сглаживание и экстраполяция (прогноз) данных.

Интерполяция данных: требуется построить функцию, которая как можно ближе проходит через все значения экспериментальных данных. Иногда под интерполяцией понимают получение данных в промежутках между узлами [xi, xi+1]. В этом случае имеет место локальная интерполяция.
Сглаживание данных: получение функции, устраняющей случайные погрешности, попавшие в экспериментальные данные. 
Экстраполяция данных (прогноз): предсказание значений функции вне интервала наблюдения функции. Как правило, требуется предсказать поведение функции в будущие моменты времени.
Сглаживание данных
y(x)
x

f(x)
 (x)
f(x)
x)

Рис.10. Сглаживание данных

Сглаживание данных – это получение функции, устраняющей случайные погрешности, попавшие в экспериментальные данные. 
Сглаживание данных возможно в двух вариантах:
а) получение аналитической функции (регрессионного уравнения), позволяющей строить функцию при любых значениях аргумента;
б) получение числовых значений функции, более гладких, чем исходные данные, но только при исходных значениях аргумента.
Регрессионная функция является оптимальной в среднеквадратическом смысле. Графически это свойство соответствует построению линии визуально усредняющей экспериментальные данные.
На рис. 10  точками () показаны экспериментальные данные, сплошной линией – функция их соединяющая, пунктирной – линия регрессии.
Регрессионное уравнение может включать любые элементарные функции, однако чаще других используются полиномы.
В пакете MathСad для получения регрессионного полиномиального уравнения предназначена процедура regress(). 

	Описание функции
	Аргументы функции

	regress (x,y, k)

Возвращает значения коэффициентов полинома
	х, y – векторные значения аргумента и функции.
k – степень полинома.



Для примера построим регрессионное уравнение 2-го и 3-го порядка, предполагая, что векторные значения x, y заданы в десяти дискретных точках. [image: ris_1-1]
Рис. 11. Сглаживание полиномами в ППП MathCad

Для полинома третьего порядка первые две переменные вектора z3: z30, z31, содержат служебную информацию,z32 – степень полинома, z33, z34, z35, z36 – коэффициенты полинома. Вектор f1 содержит дискретные значения исходной функции в десяти точках. Вектор y – исходная функция в условиях помех, на графике представлена отдельными значениями. Аппроксимирующие полиномы y2, y3 сглаживают зашумленную исходную функцию. Из рисунка видно, что полином второго порядка больше совпадает с исходной функцией без шума. Значение среднеквадратической погрешности подтверждает этот результат.
Для получения сглаживания в виде набора значений в пакете Mathcad предназначены процедуры: 
· medsmooth;
· ksmooth;
· supsmooth.
Процедура medsmooth(y,k) позволяет получить значения функции, сглаженные с помощью скользящей медианы. Параметры процедуры:
y – вектор исходных данных (значения функции);
k – ширина окна сглаживания.
Результатом работы оператора Mathcad
z:= medsmooth(y,k)
является вектор z, содержащий сглаженные значения. Размерность вектора z совпадает с размерностью вектора y. 
Экстраполяция данных
В ППП MathCad существует процедура predict(y,n,m), позволяющая прогнозировать (экстраполировать) данные на основании имеющихся табличных значений.
	Описание функции
	Аргументы функции

	predict(y,n,m)

Возвращает прогнозируемые значения функции.

	y – векторные значения функции;
n – глубина предистории;
m – количество прогнозируемых значений.



Глубина предистории – это количество последних значений вектора y {y0, y1, …,yn}, которые учитываются в прогнозе.

Для примера рассмотрим функцию, заданную в 100 дискретных значениях. Вектор обозначен {data0, data1, …,data99}.
На рис. 12 приведен фрагмент программы MathCad для прогноза значений данной функции.

 (
Рис. 
12
. Экстраполяция данных 
)

Прогноз осуществляется на 90 значений вперед – пунктирная линия на графике.

Замечания.
1. Экспериментальных данных должно быть достаточное количество (>>10).
2. В прогнозе (в предистории) должны участвовать не все экспериментальные данные, а лишь часть из них.
3. Эффективен только краткосрочный прогноз. Это видно и из графика в программе. Расхождение с истинными значениями заданной функции особенно заметно в последних точках прогнозируемых данных.
4. Шаг прогноза целесообразно выбирать такой же, как и в экспериментальных данных.
Эффективность аппроксимации
Для оценки эффективности аппроксимации используются качественные и количественные показатели.
Качественная оценка проводится путем визуального оценивания графиков истинной и аппроксимирующей функций. Такое сравнение весьма наглядно, но субъективно.
Для количественной оценки вводят показатели точности аппроксимации.

y(x)
x
Рис. 13.

f(x)
 (x)
f(x)
x


Пусть f(x) – истинная (заданная) функция, f(xi) – ее табличные значения;
y(xi) = f(xi) + i – измеренные значения функции;
i – измерительный шум.
(x) – апппроксимирующая функция, найденная по измеренным значениям y(xi).
Основными показателями эффективности аппроксимации являются 
· среднеквадратическая погрешность


.			(16)

· максимальная погрешность

.				(17)

Среднеквадратическая погрешность является усредненным показателем качества аппроксимации. При этом, в разных частях интервала погрешность также различна. Как правило, на концах интервала погрешность выше. Часто в практических задачах бывает задана максимально допустимая погрешность. 
Оценки погрешностей по формулам (16), (17) значительно зависят от числовых значений функции. Более показательной величиной является приведенная среднеквадратическая погрешность


.				(18)

fmax, fmin – максимальное и минимальное значение исходной функции.
Приведенная погрешность выражена в процентах, является показательной и удобной. К примеру, погрешность 3–5 % допустима в технических приложениях. А погрешность 20–30 % говорит о плохом качестве аппроксимации.
Иногда приведение погрешность осуществляют не к диапазону функции fmax – fmin, а к ее среднему значению.
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