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Типовой расчет 
«Кратные, криволинейные и поверхностные интегралы, теория поля» 

Вариант расчета (образец) 
 

1. а) Найти массу пластины, ограниченной линией 
0,0),()(: 222222 ≥≥−=+ yxyxayxL , 

если 0>a , xyyx =),(δ  - поверхностная плотность пластины в точке. 

б) Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 1
94

22

=+
zx

, 0=y , 0=z . 

2. а) Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 
224 yxz −−= , xy =  ( xy ≥ ), 0=x  ( 0≥x ), 0=z . 

б) Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 

1222 =++ zyx , 222 3zyx =+ , 0=z  ( 0≥z ). 
3. а) Найти центр тяжести однородного тела, ограниченного поверхностями 

4222 =++ zyx , 0=y , ( )0≥y . 
б) Найти момент инерции однородного тела, ограниченного поверхностями 

1222 =++ zyx , 222 zyx =+ , ( )0≥z  относительно оси Oz . 
в) Найти статический момент однородного тела, ограниченного поверхностью 

1
494

222
=++

zyx
, относительно координатной плоскости xOy . 

4. а) Вычислить длину одного витка винтовой линии 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

tz
ty
tx

sin3
cos3

. 

б) Найти статический момент относительно оси Oy  однородной дуги параболы 
2xy =  от ее вершины до точки ( )1,1A . 

в) Найти момент инерции относительно начала координат дуги лемнискаты 

)()(: 222222 yxayxL −=+  при 0,0 ≥≥ yx , если ее плотность 

( ) 22, yxyx +=δ . 

5. а) Вычислить момент инерции относительно оси Oy  однородного участка 

поверхности 222 yzx =+  при 40 ≤≤ y . 

б) Вычислить площадь участка сферы 2222 =++ zyx , вырезанного параболоидом 

zyx =+ 22 . 

6. а) Найти производную скалярного поля xyzzyxzухu 34),,( 222 −−+=  в точке 

)1;1;1(M  по направлению нормали к поверхности 122: 222 =−+ zyxS  в этой точке. 

б) Найти направление наискорейшего возрастания поля 2zyxyu +=  в точке 

( )1;2;2M  и наибольшую скорость возрастания в этой точке. 

7. а) Вычислить работу векторного поля ( )kyxjxiya
rrrr

−++=  вдоль отрезка прямой 

MN , если ( )1;1;1M , ( )5;4;2N . 

б) Вычислите работу векторного поля ( ) jxyiyxa
vrr 22 ++=  вдоль линии  

L : 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤
≤≤−=

21,0
10,1 2

x
xxy . 
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8. а) Вычислить поток векторного поля kyzjxyixza
rrrr

−+=  через часть поверхности 
222 zyx =+  при 30 ≤≤ z  в направлении внешней нормали по теореме Гаусса - 

Остроградского и непосредственно (нормаль внешняя к замкнутой поверхности). 
б) Вычислить поток векторного поля kzjyiya

rrrr 22 ++=  через замкнутую 

поверхность, ограниченную цилиндром 422 =+ zx  и плоскостями 0=y  и 2=y , по 
теореме Гаусса - Остроградского и непосредственно (нормаль внешняя к замкнутой 
поверхности). 

9. Найти циркуляцию вектора kyjzizxa
rrrr

+−= 32  по контуру 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=++Γ

1
5:

222

x
zyx

 с 

помощью формулы Стокса и непосредственно. 

10. Проверить потенциальность поля вектора k
x
yzj

x
zi

x
yza

rrrr 22

2

2
++−= , найти 

потенциал. 
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Справочный материал 
Двойной интеграл 

Пусть функция ( )yxfz ,=  определена и ограничена в замкнутой области D . 

Разобьем эту область произвольным образом на n  частей: nDDD ,...,, 21  (рис. 1), 

площади которых обозначим nSSS ΔΔΔ ,...,, 21 .  

Диаметром id  области iD  назовем максимальное расстояние между двумя точками 
этой области. 

В каждой области iD  выберем произвольно точку ( )iiP ηξ , , ni ,...,2,1= . Для всех 

ni ,...,2,1=  вычислим ( ) iii Sf Δ⋅ηξ ,  и просуммируем эти выражения по i  от 1 до n . В 
результате получим интегральную сумму 

( ) i
n

i
ii Sf Δ⋅∑

=1
,ηξ . 

x

y

iξ

iD

D

O

iη

 
Рис. 1. 

Предел интегральной суммы 

( )

( ) i
n

i
ii

d
n

Sf

i
i

Δ⋅∑
=

→
∞→ 1

0max

,lim ηξ , если он существует, 

конечен, не зависит от способа разбиения области D  на части nDDD ,...,, 21  и от 

выбора точек ( )iiP ηξ ,  в каждой части iD , называется двойным интегралом по области 

D  от функции ( )yxf , : 

( )
( )

( ) i
n

i
ii

d
nD

SfdSyxf

i
i

Δ⋅= ∑∫∫
=

→
∞→ 1

0max

,, lim ηξ . 

Функция ( )yxf ,  называется при этом интегрируемой на области D . 

Теорема (достаточное условие интегрируемости функции) 
Функция ( )yxf , , непрерывная в замкнутой ограниченной области D , интегрируема в 

этой области. 
Свойства двойного интеграла 

Свойство линейности 
Если функции ( )yxf ,1  и ( )yxf ,2  интегрируемы в области D , то справедливо 

равенство 

( ) ( )( ) ( ) +=+ ∫∫∫∫ dSyxfCdSyxfCyxfC
DD

,,, 11211 ( )dSyxfC
D
∫∫ ,22 . 
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Свойство аддитивности 
Если область D  разбивается кривой l  на две непересекающиеся области ( )1D  и 

( )2D , и если функция ( )yxf ,  интегрируема на каждой из этих областей, то справедливо 
равенство 

( ) ( )
( )

( )
( )
∫∫∫∫∫∫ +=

21
,,,

DDD
dSyxfdSyxfdSyxf . 

Двойной интеграл в декартовых координатах 
Пусть область D , на которой определен двойной интеграл ( )∫∫

D
dSyxf , , задана 

неравенствами 

( ) ( )⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

xgyxg
bxa

21
. 

Разобьем эту область на части nDDD ,...,, 21  прямыми, параллельными 
координатным осям. Будем считать, что каждая из этих прямых пересекает границу 
области D  не более чем в двух точках (рис. 2). В противном случае область следует 
разбить на несколько областей (см. свойство аддитивности). 

При таком способе разбиения площадь каждой частичной области iD  равна 

iii yxS Δ⋅Δ=Δ , где iii xxx −=Δ +1 , iii yyy −=Δ +1 . Двойной интеграл как предел 
интегральной суммы можно записать в виде: 

( ) ( ) ii
n

i
ii

d
nD

yxfdSyxf

i

Δ⋅Δ⋅= ∑∫∫
=

→
∞→ 1
0

,, lim ηξ , 

где { }
i

iii yxd ΔΔ= ,max . 

x

y

iξ

iD

a bix 1+ix

)(1 xgy =

)(2 xgy =

O

1+iy

iy
iη

 
Рис. 2. 

Интегралы  

( )
( )

( )
( )

( )

( )
∫ ∫∫ ∫ ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=
b

a

xg

xg

b

a

xg

xg
dxdyyxfdyyxfdx

2

1

2

1

,,  и ( )
( )

( )
( )

( )

( )
∫ ∫∫ ∫ ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=
b

a

yg

yg

b

a

yg

yg
dydxyxfdxyxfdy

2

1

2

1

,,  

называются повторными интегралами. 
Двойной интеграл ( )∫∫

D
dydxyxf ,  вычисляется сведением его к одному из повторных 

интегралов.  
Пусть область D ограничена, замкнута и такова, что любая прямая, параллельная оси 

Oy , пересекает границу этой области не более чем в двух точках. Если такая область D 
может быть задана неравенствами 
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( ) ( )⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

xgyxg
bxa

21
, (см. рис. 3) 

то  

( ) ( )
( )

( )
dyyxfdxdydxyxf

b

a

xg

xgD
∫ ∫∫∫ =

2

1

,, . 

a b x

y

)(1 xgy =

)(2 xgy =

O
 

Рис. 3 

Если же область D может быть задана неравенствами  

( ) ( )⎩
⎨
⎧

≤≤
≤≤

ygxyg
bya

21
(см. рис. 4), 

то 

( ) ( )
( )

( )
dxyxfdydydxyxf

b

a

yg

ygD
∫ ∫∫∫ =

2

1

,, . 

)(2 ygx =

)(1 ygx =

a

b

x

y

O

 

Рис. 4 

Вычислять повторный интеграл, например, интеграл ( )
( )

( )
dyyxfdx

b

a

xg

xg
∫ ∫

2

1

, , следует, 

начиная с частного интегрирования по y  внутреннего интеграла ( )
( )

( )
dyyxf

xg

xg
∫

2

1

, . После 

подстановки пределов интеграции получится функция переменной x . Ее нужно 
проинтегрировать по переменной x  в пределах от a  до b . 

Двойной интеграл в полярных координатах 
Полярная система координат задается точкой O , называемой полюсом, и лучом Ol , 

называемым полярной осью (рис. 5). 
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O

ϕ

ρ ),( ϕρM

l  

Рис. 5 

Положение точки M  на плоскости определяется ее расстоянием ρ  от полюса и 

углом ϕ , образованным отрезком OM  с полярной осью. Числа ρ  и ϕ  называются 
полярными координатами точки M , при этом ρ  - полярный радиус ( 0≥ρ ), ϕ  - 
полярный угол. 

O

ϕ

ρ

l
xx

y

y
M

 

Рис. 6 

Из рис. 6 видно, что прямоугольные координаты точки M  выражаются через 
полярные по формулам 

⎩
⎨
⎧

⋅=
⋅=

ϕρ
ϕρ

sin
cos

y
x

. 

Заметим, что в полярных координатах 222 ρ=+ yx . 

Если при вычислении двойного интеграла необходимо перейти от декартовых 
координат к полярным, то следует иметь в виду, что если в декартовых координатах 

dydxdS = , то при переходе к полярным координатам ϕρρ dddS = . Двойной интеграл в 
полярных координатах примет вид: 

( )∫∫∫∫
′

=
DD

ddfdxdyyxf sin,cos),( ϕρρϕρϕρ , 

где D′  – область изменения полярных координат. 

Если область D  заключена между лучами αϕ =  и βϕ = , и любой луч c=ϕ  

( βα << c ) входит в область D  через линию ( )ϕρρ 1=  и выходит через линию 

( )ϕρρ 2= , то 

( )
( )

( )
∫∫∫∫ =
ϕρ

ϕρ

β

α
ρρϕρϕρϕ

2

1

sin,cos),( dfddxdyyxf
D

. 

Двойной интеграл в эллиптических координатах 
Декартовы координаты выражаются через эллиптические координаты по формулам 

⎩
⎨
⎧

⋅=
⋅=

ϕρ
ϕρ

sin
cos

by
ax

, 

где ρ  - полярный радиус, ϕ  - полярный угол. 



7 

Уравнение эллипса 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x

 в эллиптических координатах имеет вид 1=ρ . 

Элемент площади dS  в эллиптических координатах равен: ϕρρ ddabdS = . 

Механический смысл двойного интеграла 
Если функция ( ) 0, ≥yxδ  имеет смысл распределенной плотности в каждой точке 

области D, то 

( ) mdSyx
D

=∫∫ ,δ , 

где m  - масса тонкой плоской пластины, занимающей в координатной плоскости xOy  
область D. 

Геометрический смысл двойного интеграла 
1. Если ( ) 1, =yxδ , то масса тонкой пластины равна ее площади. Поэтому 

SdS
D

=∫∫ , 

где S  - площадь области D. 
2. Если цилиндрическое тело с боковой поверхностью, параллельной оси Oz , 

ограничено снизу плоскостью 0=z , а сверху поверхностью ( )yxfz ,= , то его объем V  
можно вычислить по формуле  

( )∫∫=
D

dSyxfV , , 

где D  - область, которую вырезает в плоскости xOy  боковая поверхность тела. 

Задача 1 
а) Найти массу пластины, ограниченной линией 

0,0),()(: 222222 ≥≥−=+ yxyxayxL , 

если 0>a , xyyx =),(δ  - поверхностная плотность пластины в точке; 

б) Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями 1
94

22
=+

zx
, 0=y , 0=z  

( 0≥z ), xy = . 

Решение задачи 1а 

Уравнение )()( 222222 yxayx −=+  задает кривую, называемую лемнискатой 
Бернулли. Область D , которую она ограничивает, изображена на рис. 7. Заштрихованная 
часть соответствует условию 0,0 ≥≥ yx . 

x

4
5π

4
7π

y

4
3π

4
π

a

 

Рис. 7 
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Массу найдем по формуле ∫∫∫∫ ==
DD

dSxydSyxm ),(δ .  

Из уравнения лемнискаты видно, что целесообразен переход к полярным 
координатам. В этих координатах уравнение будет иметь вид 

ϕϕϕρ 2cossincos 22 aa =−= . Тогда 

==== ∫∫∫∫∫
4

0

2cos

0

42cos

0

34

0

2cos

0

4

0 4
2sin

2
1sincossincos

π
ϕϕ

π
ϕ

π

ϕρϕρρϕϕϕρϕρϕρρϕ dddddm
aaa

( ) =−=== ∫∫∫
4

0

2
44

0

2
44

0

4

2
2cos2cos

8
2cos2sin

8
2cos2sin

8
1

πππ

ϕϕϕϕϕϕϕϕ dadada  

48
0cos

2
cos

483
2cos

16

4
33

44

0

34 aaa
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=−=

πϕ
π

. 

Решение задачи 1б 
Данное тело сверху ограничено цилиндрической поверхностью, заданной уравнением 

1
94

22
=+

zx
 (рис. 8), которое можно разрешить относительно переменной z  и записать в 

виде 24
2
3 xz −= , так как по условию 0≥z . Поэтому 

∫∫∫∫ −==
DD

dxdyxzdxdyV 24
2
3

, 

где область D  есть треугольник, ограниченный в плоскости Оху прямыми ху = , 0=у  и 
2=х . 

2

х

у
0

z

D

у=х

z= 3
2

4 - х2

3

 
Рис. 8. 

Вычислим полученный интеграл  

∫ ∫∫∫∫∫ =−=−==
2

0 0

22 4
2
34

2
3 dyxdxdxdyxzdxdyV

x

DD
 

=⋅−=−= ∫∫
2

0

2

0

2
2

0
4

2
34

2
3 xdxxyxdx

x

( ) ( ) ( ) 44
3
2

4
30

2
3

4
4
344

2
1

2
3 2

32

0

2
3

22

0

22
1

2 =⋅⋅+=
−

−=−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ∫

xxdx . 
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Справочный материал 
Тройной интеграл 

Пусть Ω - трёхмерная область, ограниченная кусочно-гладкой поверхностью, и в 
каждой точке ( ) Ω∈zyxM ,,  определена функция ),,( zyxf . Разобьём область Ω  

произвольным образом на n  частей: nΩΩΩ ,...,, 21 . Области nΩΩΩ ,...,, 21  назовем 

элементарными областями или элементарными телами, а через nVVV ΔΔΔ ,...,, 21  будем 

обозначать объемы элементарных областей nΩΩΩ ,...,, 21 .  

Внутри каждой элементарной области iΩ  возьмём точку ( ) iiiiiM Ω∈ζηξ ,, , 

вычислим ( ) iiii Vf Δζηξ ,,  и составим интегральную сумму ( ) i
n

i
iii Vf Δ⋅∑

=1
,, ζηξ . Введем 

ранг дробления i
i
dmax=δ , где id  - диаметр элементарной области iΩ . 

Если при ∞→n  и при 0→δ  существует конечный предел интегральной суммы 

( ) i
n

i
iii Vf Δ⋅∑

=1
,, ζηξ , не зависящий от способа разбиения области и выбора точек iM , то 

он называется тройным интегралом от функции ( )zyxf ,,  по области Ω . При этом 

функция ( )zyxf ,,  называется интегрируемой на области Ω . 
Для тройного интеграла используется обозначение: 

∑∫∫∫
=Ω →

→∞
Δ⋅=

n

i
iiii

n
VfdVzyxf

1
0

),,(lim),,( ζηξ
δ

. 

Если функция ),,( zyxf  непрерывна или кусочно-непрерывна на области Ω , то она 
на этой области интегрируема. 

Свойства тройного интеграла 
Свойство линейности 

Если функции ( )zyxf ,,1  и ( )zyxf ,,2  интегрируемы в области D , то 

( ) ( )( ) =+∫∫∫
Ω

dVzyxfCzyxfC ,,,, 211  

( ) ( )∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

+= dVzyxfCdVzyxfC ,,,, 2211 . 

Свойство аддитивности 
Если область Ω  разбивается на две непересекающиеся области 1Ω  и 2Ω , и если 

функция ( )zyxf ,,  интегрируема на каждой из этих областей, то справедливо равенство 

( ) ( ) ( )dVzyxfdVzyxfdVzyxf ∫∫∫∫∫∫∫∫∫
ΩΩΩ

+=
21

,,,,,, . 

Тройной интеграл в декартовых и цилиндрических координатах 
Предположим, что область интегрирования Ω  в тройном интеграле ( )dVzyxf∫∫∫

Ω
,,  

ограничена гладкими поверхностями, заданными в прямоугольной декартовой системе 
координат Oxyz .  
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х

у0

z

Dxy

z=z x,y1( )

z=z x,y2( )

а

b
y = 

(у х)
1

y = 
(у х)

2

V

 
Рис. 9. 

Пусть область Ω  однозначно проектируется в область D  на плоскости xOy . При 
этом поверхность, которая ограничивает область Ω , можно разбить на две поверхности: 
поверхность ),(1 yxzz = , ограничивающая Ω  снизу, и поверхность ),(2 yxzz = , 

ограничивающая Ω  сверху (рис. 9). 
Следовательно, тройной интеграл равен двойному интегралу по проекции на 

плоскость xOy  области Ω . Подынтегральной функцией этого двойного интеграла 

является интеграл по переменной z  от функции ( )zyxf ,,  в пределах: от значения z  на 

поверхности, являющейся нижней границей области Ω , до значения z  на поверхности, 
являющейся верхней границей Ω . 

=∫∫∫
Ω

dxdydzzyxf ),,( ∫∫ ∫ ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

D

yxz

yxz
dsdzzyxf

),(

),(

2

1

),,( . 

Иногда границы области V , т.е. поверхности, которыми она ограничена сверху или 
снизу, заданы различными уравнениями. В этом случае V  следует разбить на две или 
более областей. 

Расставляя пределы интеграции в двойном интеграле, в декартовых или в полярных 
координатах, тройной интеграл можно свести к трехкратному интегралу вида: 

∫∫∫∫∫∫ =
),(

),(

)(

)(

2

1

2

1

),,(),,(
yxz

yxz

xy

xy

b

aV
dzzyxfdydxdxdydzzyxf  или 

∫∫∫∫∫∫ =
)sin,cos(

)sin,cos(

)(

)(

2

1

2

1

),sin,cos(),,(
ϕρϕρ

ϕρϕρ

ϕρ

ϕρ
ϕρϕρρρφ

z

z

b

aV
dzzfdddxdydzzyxf . 

Последний интеграл задан в цилиндрических координатах. 
Иногда удобнее проектировать область V  не на плоскость xOy , а на другие ( xOz или 

yOz ) координатные плоскости. 

Тройной интеграл в сферических координатах 
Сферические координаты точки ( )θϕ,,rM  (рис. 10) определяют следующим 

образом: 
r  - сферический радиус, расстояние от начала координат до точки M ; 

ϕ - полярный угол, угол поворота оси Ox  до вектора 1OM , а точка 1M  - проекция 

точки M  в плоскость xOy ; 

θ  - азимутальный угол, угол поворота оси Oz  до вектора OM . 
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M

x

y

z

O

1M

θ

φ

r

x

y

z

θsinr

y
 

Рис. 10. 

Декартовы координаты выражаются через сферические координаты по формулам: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

θ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
sincos

rz
ry
rx

. 

Уравнение сферы 2222 Rzyx =++  в сферических координатах имеет вид Rr = . 

Элемент объема dV  в сферических координатах равен θϕθ dddrrdV sin2= . 
Если границы области интегрирования V  удобно задавать в сферических 

координатах, то тройной интеграл преобразуется по формуле: 

( )∫∫∫ =
V

dxdydzzyxf ,,  

( )∫∫∫
′

=
V

drddrrrrf θϕθθθϕθϕ sincos,sinsin,sincos 2 , 

где 0≥r , πϕ 20 ≤≤  и πθ ≤≤0 , сферический радиус, полярный угол и азимутальный 
угол соответственно. 

Тройной интеграл в обобщенно-эллиптических координатах 
Декартовы координаты выражаются через обобщенно-эллиптические координаты по 

формулам: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

θ
θϕ
θϕ

cos
sinsin
sincos

crz
bry
arx

. 

Уравнение эллипсоида 12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x

 в обобщенно-эллиптических координатах 

имеет вид: 1=r . 

Элемент объема dV  в этих  координатах равен θϕθ dddrabcrdV sin2= . 

Геометрические и механические приложения тройного интеграла 
Пусть масса распределена по пространственной области Ω  с плотностью ( )zyx ,,δ .  

Масса тела 

∫∫∫
Ω

= dVzyxm ),,(δ . 

Объем тела 

∫∫∫
Ω

= dVV 1 . 

Статические моменты 
Относительно координатных осей: 
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( )dVzyxzySx ∫∫∫
Ω

+= ,,22 δ ; ( )dVzyxzxS y ∫∫∫
Ω

+= ,,22 δ ; 

( )dVzyxyxSz ∫∫∫
Ω

+= ,,22 δ . 

Относительно начала координат: 

( )∫∫ ⋅++=
D

o dSzyxzyxS ,,222 δ . 

Относительно координатных плоскостей: 

( )dVzyxzS xOy ∫∫∫
Ω

= ,,δ ;   ( )dVzyxySxOz ∫∫∫
Ω

= ,,δ ; 

( )dVzyxxS yOz ∫∫∫
Ω

= ,,δ . 

Координаты центра тяжести ( )ccc zyxC ,,  

m
S

x yOz
c = ;

m
S

y xOz
c =  ;

m
S

z xOy
c = ,  

или 

( )dVzyxx
m

xc ∫∫∫
Ω

= ,,1 δ , ( )dVzyxy
m

yc ∫∫∫
Ω

= ,,1 δ , ( )dVzyxz
m

zc ∫∫∫
Ω

= ,,1 δ , 

где ( )dVzyxm ∫∫∫
Ω

= ,,δ  - масса тела. 

Моменты инерции 
Относительно начала координат: 

( ) ( )dVzyxzyxIo ∫∫∫
Ω

++= ,,222 δ . 

Относительно координатных осей: 

( ) ( )dVzyxzyI x ∫∫∫
Ω

+= ,,22 δ ; ( ) ( )dVzyxzxI y ∫∫∫
Ω

+= ,,22 δ ; 

( ) ( )dVzyxyxI z ∫∫∫
Ω

+= ,,22 δ . 

Относительно координатных плоскостей: 

( )dVzyxzI xOy ∫∫∫
Ω

= ,,2 δ , ( )dVzyxyI xOz ∫∫∫
Ω

= ,,2 δ , ( )dVzyxxI yOz ∫∫∫
Ω

= ,,2 δ . 

Задача 2 

а) Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 224 yxz −−= , xy =  

( xy ≥ ), 0=x  ( 0≥x ), 0=z . 

б) Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 1222 =++ zyx , 
222 3zyx =+ , 0=z  ( 0≥z ). 

Решение задачи 2а 
Из геометрического смыла тройного интеграла следует, что 

∫∫∫
Ω

= dVV 1 . 

Пространственная область, ограниченная заданными поверхностями, изображена на 
рисунке 11. 



13 

x

4

y

z

xy =
 

Рис. 11. 

Из этого рисунка ясно, что область Ω  проектируется на плоскость xOy  в часть круга 

422 ≤+ yx , ограниченную прямыми 0=x  и xy =  (рис. 12) 

xy =

x

y

 
Рис. 12. 

Область Ω  ограничена снизу координатной плоскостью 0=z , а сверху – 

поверхностью параболоида 224 yxz −−= . Поэтому тройной интеграл можно свести к 
следующему двойному интегралу: 

( )∫∫∫∫∫∫∫∫ ∫∫ −−=−−===
−−

Ω DD

yx

D
dydxyxyxzdydxdzdydxdVV 22

224

0
4

0
41

22

 

Область интегрирования D  - часть круга. Поэтому перейдем к полярным 
координатам: 

⎩
⎨
⎧

=
=

ϕρ
ϕρ

sin
cos

y
x

, 222 ρ=+ yx , 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤

≤≤

20
24

ρ

πϕπ
. 

( ) ( ) πϕϕρρρρρϕρρρϕ
π

π

π

π

π

π

π

π
==⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−=−= ∫∫ ∫∫ ∫ 2

4

2

4

2

0

4
22

4

2

0

32

4

2

0

2 4
4

244 dddddV . 

Решение задачи 2б 

Уравнение 1222 =++ zyx  определяет сферу с центром в начале координат и 

единичным радиусом. Уравнение 222 3zyx =+  задает конус с осью симметрии Oz . 
Перейдем для простоты дальнейших вычислений к сферическим координатам. 

Уравнение 1222 =++ zyx  имеет в сферических координатах вид 1=r . 
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Запишем теперь уравнение конической поверхности 222 3zyx =+  в сферических 
координатах: 

( ) θϕϕθ 222222 cos3sincossin rr =+ , 

или θθ 22 cos3sin = , 3tg 2 =θ , 3tg ±=θ . 

Решим последние уравнения относительно азимутального угла 
3
πθ =  и 

3
2πθ = , и 

учтем, что неравенству 0≥z  соответствует первое из этих уравнений 
3
πθ =  (верхняя 

полость конуса). 
Координатная плоскость 0=z  в сферических координатах задается двумя 

полуплоскостями: 0=ϕ  при 0≥x  и π=ϕ  при 0≤x . 

x

y

z
3
πθ =

1=r

 
Рис. 13. 

Вид области Ω  показан на рисунке 13. В сферической системе координат эту область 
можно задать неравенствами: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤

≤≤

≤≤

ar0
3

0

20
πθ

πϕ

. 

∫∫∫
Ω

= dVV 1 . 

Тройной интеграл запишется в сферических координатах в виде: 

=== ∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

θϕθ dddrrdVV sin1 2  

( )
33

11
2
12

0

1

3
0

cos2sin
331

0

2

0

2

0

3 ππθπθθϕ

π
π

π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=−== ∫∫∫

rdrrdd . 

Задача 3 
а) Найти центр тяжести однородного тела, ограниченного поверхностями 

4222 =++ zyx , 0=y , ( )0≥y . 
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б) Найти момент инерции однородного тела, ограниченного поверхностями 

1222 =++ zyx , 222 zyx =+ , ( )0≥z  относительно оси Oz . 
в) Найти статический момент однородного тела, ограниченного поверхностью 

1
494

222
=++

zyx
, относительно координатной плоскости xOy . 

Решение задачи 3а 
Поскольку тело однородное, то можно положить плотность ( ) 1,, ≡zyxδ . Область Ω  

представляет собой полушар с радиусом 2 и с центром в начале координат (рис. 14). 

z

2

 
Рис. 14. 

Тело является однородным и симметрично относительно координатных осей Ox  и 
Oz . Поэтому центр тяжести находится на оси Oy , т.е. 0== сс zx . 

Масса тела равна ( ) VdVdVzyxm === ∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

1,,δ  - объему полушара. 

Следовательно, 
3

162
3
2

3
2 33 πππ === Rm . 

Тогда ординату центра тяжести можно определить через тройной интеграл 

dVyyс ∫∫∫
Ω

=
π16

3
, в котором удобно перейти к сферическим координатам, т.е. 

drddrryс θϕθθϕ
π

sinsinsin
16

3 2∫∫∫
Ω

= , или == ∫∫∫ drrddyс
2

0

3

0

2

0
sinsin

16
3 ππ

θθϕϕ
π

 

( ) =⋅
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−=
−

−=

=

∫∫∫ 42cos
32

3
0
2

42
2cos1

0
cos

16
3

0
000

4

43421

πππ
θθθ

π
θθπ

ϕ
π

ddrd

8
34

32
34

032
3

=⋅⋅=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅= π

π
π

θ
π

. 

Следовательно, центр тяжести находится в точке ( )0,,0 8
3C . 

Решение задачи 3б 
Момент инерции пространственного тела относительно оси Oz  определяется по 

формуле: 

( ) ( )dVzyxyxI z ∫∫∫
Ω

+= ,,22 δ . 
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4
πθ =z

 
Рис. 15. 

Поскольку тело однородное, то плотность ( ) 1,, ≡zyxδ . Область интегрирования Ω  

показана на рисунке 15. Она ограничена сферой 1222 =++ zyx  и конической 

поверхностью 222 zyx =+  с осью симметрии Oz . 
Тройной интеграл в данном случае удобно вычислять в сферических координатах. 

Поскольку в сферических координатах 

θθϕθϕ 2222222222 sinsinsinsincos rrryx =+=+ , 
то 

drddrdrddrrI z θϕθθϕθθ ∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

== 34222 sinsinsin . 

Расставляя в последнем интеграле пределы, получим 

( ) =−== ∫∫∫∫ 0
1

5
sincos12sin

5

0

2
1

0

4

0

3
2

0

44 rddrrddI z

ππ

θθθπθθϕ
π

 

( ) ( ) =−−=⋅−−= ∫
0

coscos
5

2
5
1coscos12

43
3
1

0

24
π

θθπθθπ
π

d  

( )=+−−−= 0cos0coscoscos
5

2
3
1

4
3

3
1

4
πππ

 

( )258
303

2
6
5

2
2

5
2

3
11

24
22

2
2

5
2

−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−−−=

πππ
. 

Решение задачи 3в 
Статический момент однородного тела, относительно координатной плоскости xOy  

определяется по формуле 

( ) dVzdVzyxzS xOy ∫∫∫∫∫∫
ΩΩ

== ,,δ . 

Поскольку границей тела является эллипсоид 1
494

222
=++

zyx
, то в тройном 

интеграле следует перейти к обобщенно эллиптическим координатам. 
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=⋅⋅⋅⋅= ∫∫∫
Ω

drddrrSxOy θϕθθ sin232cos2 2  

( ) 0
0
1

4
sinsin48cossin24

4

0

1

0

3

0

2

0
=== ∫∫∫∫

rddrrdd
πππ

θθπθθθϕ . 

Справочный материал 
Криволинейный интеграл первого рода 

Пусть функция ( )zyxf ,,  определена в каждой точке гладкой кривой l . Разобьём 

участок кривой l  от точки A  до точки B  произвольным образом на n  частей (точками 
BMMMMMMA nii == + ,...,,,...,, 1210 . 

Обозначим через ilΔ  длину дуги 1+iiMM . На каждой дуге возьмём произвольную 

точку ( ) 1,, +∈ iiiiii MMP ζηξ , вычислим ( ) iiii lf Δ⋅ζηξ ,,  и составим интегральную 
сумму 

( ) i
n

i
iii lf Δ⋅∑

−

=

1

0
,, ζηξ . 

Предел интегральной суммы при ∞→n  и при 0max →Δ ii
l , если он существует, 

конечен, не зависит от способа дробления дуги AB  и от выбора точек iP , называется 

криволинейным интегралом 1 рода по кривой l  от точки A  до точки B . Для 
криволинейного интеграла используется обозначение: 

( ) ( ) i
n

i
iii

l
n

AB

lfdlzyxf

i
i

Δ⋅= ∑∫
−

=
→Δ

∞→∪

1

0
0max

,,,, lim ζηξ . 

Функция ( )zyxf ,,  называется при этом интегрируемой на участке AB  кривой l . 

Если функция ( )zyxf ,,  непрерывна или кусочно-непрерывна на участке AB  кривой 

l , то она на этом участке кривой интегрируема. 
Свойства криволинейного интеграла 1 рода 

1. Криволинейный интеграл 1 рода не зависит от направления пути интегрирования: 

( ) ( )∫∫
∪∪

=

BAAB

dlzyxfdlzyxf ,,,, . 

2. Свойство аддитивности 
Если кривая AB  разбита на части AC  и CB , то: 

( ) ( ) ( )∫∫∫
∪∪∪

+=

BCACAB

dlzyxfdlzyxfdlzyxf ,,,,,, . 

3. Свойство линейности 
Если функции ( )zyxf ,,  и ( )zyxg ,,  интегрируемы на кривой l , а 1C  и 2C  - 

постоянные, то 

( ) ( )( )∫ =⋅+⋅
l

dlzyxgCzyxfC ,,,, 21 ( ) ( )∫∫ +
ll

dlzyxgCdlzyxfC ,,,, 21 . 
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Геометрические и механические приложения криволинейного интеграла 
1 рода 

Длина дуги AB  

∫
∪

=

AB

dll . 

Масса дуги AB  
Если ( )zyx ,,δ  - плотность в каждой точке, то 

( )dlzyxm

AB

∫
∪

= ,,δ . 

Статические моменты дуги AB  
Статический момент относительно начала координат: 

( ) dlzyxzyxS
AB

222
0 ,, ++= ∫

∪
δ . 

Статические моменты относительно координатных осей: 

( ) dlzyzyxS
AB

x
22,, += ∫

∪
δ , 

( ) dlzxzyxS
AB

y
22,, += ∫

∪
δ . 

( ) dlyxzyxS
AB

z
22,, += ∫

∪
δ . 

Статические моменты относительно координатных плоскостей: 

( ) dlzzyxS

AB

xOy ∫
∪

= ,,δ , 

( ) dlyzyxS

AB

xOz ∫
∪

= ,,δ , 

( ) dlxzyxS
AB

yOz ∫
∪

= ,,δ . 

Координаты центра тяжести дуги AB  
( )

m

dlzyxx
x AB
c

∫
=

;;δ
; 

( )

m

dlzyxy
y AB
c

∫
=

;;δ
; 

( )

m

dlzyxz
z AB
c

∫
=

;;δ
, 

где m  - масса дуги. 

Моменты инерции дуги AB  
Момент инерции относительно начала координат: 
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( )( )dlzyxzyxI
AB

222
0 ,, ++= ∫

∪
δ . 

Моменты инерции относительно координатных осей: 

( )( )dlzyzyxI
AB

x ∫
∪

+= 22,,δ , 

( )( )dlzxzyxI
AB

y ∫
∪

+= 22,,δ , 

( )( )dlyxzyxI
AB

z ∫
∪

+= 22,,δ . 

Моменты инерции относительно координатных плоскостей: 

( ) dlzzyxI
AB

xOy
2,,∫

∪
= δ , 

( ) dlyzyxI
AB

xOz
2,,∫

∪
= δ , 

( ) dlxzyxI

AB

yOz
2,,∫

∪
= δ . 

Вычисление криволинейного интеграла 1 рода 
1. Пространственная кривая, заданная параметрическими уравнениями 

Пусть пространственная кривая l  задана параметрическими уравнениями: 

( )txx = ; ( )tyy = ; ( )tzz = , 

и участку кривой от точки A  до точки B  соответствует неравенство: 21 ttt ≤≤ . 

Криволинейный интеграл сводится к определенному интегралу по отрезку [ ]21, tt : 

( ) =∫
∪

dlzyxf
AB

,, ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) dtzyxtztytxf ttt

t

t

2222

1

,, ′+′+′∫ . 

2. Плоская кривая, заданная параметрическими уравнениями 
Криволинейный по плоской кривой l , заданной параметрическими уравнениями 
( )txx = ; ( )tyy =  при 21 ttt ≤≤ , сводится к определенному интегралу по формуле: 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ′+′=
2

1

22)();(,
t

t
tt

l
dtyxtytxfdlyxf . 

3. Плоская кривая, заданная уравнением ( )xyy =  

При таком задании кривой удобно считать параметром переменную x , записывая 
уравнения кривой в виде 

( )⎩
⎨
⎧

=
=

xyy
xx

. 

Если на дуге bxa ≤≤ , то формула сведения криволинейного интеграла к 
определенному интегралу примет вид: 

( ) ( ) ( )∫∫ ′+=
b

a
x

l
dxyxyxfdlyxf 21)(;, . 
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4. Плоская кривая, заданная в полярных координатах 
Если кривая задана в полярных координатах, то в качестве параметра следует взять 

полярный угол ϕ .  

Пусть кривая задана полярным уравнением ( )ϕρρ = , где 21 ϕϕϕ ≤≤ . 
Криволинейный интеграл сведется к определенному интегралу следующего вида: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫ ′+=
2

1

22sin,cos,
ϕ

ϕ
ϕ ϕρϕρϕϕρϕϕρ dfdlyxf

l
. 

Задача 4 

а) Вычислить длину одного витка винтовой линии 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

tz
ty
tx

sin3
cos3

. 

б) Найти статический момент относительно оси Oy  однородной дуги параболы 
2xy =  от ее вершины до точки ( )1,1A . 

в) Найти момент инерции относительно начала координат дуги лемнискаты 

)()(: 222222 yxayxL −=+  при 0,0 ≥≥ yx , если ее плотность ( ) 22, yxyx +=δ . 

Решение задачи 4а 
Одному витку линии соответствует неравенство π20 ≤≤ t . Продифференцируем 

параметрические уравнения кривой 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′
=′
−=′

1
cos3
sin3

z
ty
tx

 и вычислим длину одного витка 

винтовой линии через криволинейный интеграл 

π
ππ

102101sin9cos9
2

0

2

0

22 ==++== ∫∫∫ dtdtttdll
l

. 

Решение задачи 4б 
Статический момент относительно оси Oy  найдем по формуле 

( )xdlyxS

AB

y ∫
∪

= ,δ . 

Поскольку дуга однородная, то плотность ( ) 1, ≡yxδ . 

( ) ( ) =+=+== ∫∫∫
∪

dxxxdxxxdlxS

AB

y 84121
2
1

1

0

2
8
1

1

0

2  

( ) ( ) ( ) ( )155
12
1

0

1
41

8
14141

8
1

2
3

2
2

1

0

2
2
3

2
1

−=
+

=++= ∫
xxdx . 

Решение задачи 4в 
Момент инерции относительно начала координат будем искать по формуле 

( )( ) ( ) ( ) dlyxdlyxyxdlyxyxI
ABABAB

∫∫∫
∪∪∪

+=++=+=
322222222

0 ,δ . 

Лемнискату )()(: 222222 yxayxL −=+  зададим полярным уравнением 

ϕρ 2cosa= , при этом 
4

0 πϕ ≤≤ . 
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Так как ϕρ 2cosa= , то 
ϕ
ϕρϕ 2cos

2sina−=′ , и, следовательно, 

( ) ( )
ϕϕ

ϕϕρϕρ ϕ 2cos2cos
2sin2cos

2
2222 aaa =+=′+ .

( ) ( ) .
2

2sin
2

2cos
2cos

2cos
2cos

4
4
0

44

0

44

0

34

0

3
0

aadadaadaI ===== ∫∫∫
π

πππ

ϕϕϕϕ
ϕ

ϕϕ
ϕ

ϕρ

Справочный материал 
Поверхностный интеграл первого рода 

Пусть на гладкой поверхности σ  задана функция ( )zyxf ;; . Разобьём σ  

произвольным образом на n  элементарных частей nσσσ ,...,, 21 , площади которых 

равны nSSS ΔΔΔ ,...,, 21 . В каждой части возьмём произвольную точку 

( ) iiiiiM σζηξ ∈,, , вычислим ( ) iiii Sf Δ⋅ζηζ ,,  и составим интегральную сумму 

( )∑
=

Δ
n

i
iiii Sf

1
,, ζηξ . 

Если существует конечный предел интегральной суммы при ∞→n  и при стягивании 
наибольшей iσ  в точку, и если этот предел не зависит ни от способа дробления 

поверхности σ , ни от выбора точек iM , то он называется поверхностным интегралом 

Ι  рода от функции ( )zyxf ;;  по поверхности σ  и обозначается 

( )∫∫
σ

σdzyxf ,, . 

Функция ( )zyxf ;;  называется при этом интегрируемой на поверхности σ . 

Если функция ( )zyxf ;;  непрерывна на поверхности σ , то она на этой поверхности 
интегрируема. 

Свойства поверхностного интеграла 1 рода 
1. Свойство линейности 
Если функции ( )zyxf ,,1  и ( )zyxf ,,2  интегрируемы на поверхности σ , то 

( ) ( )( ) ( ) +=+ ∫∫∫∫ σσ
σσ

dzyxfCdzyxfCzyxfC ,,,,,, 11211 ( ) σ
σ

dzyxfC ∫∫ ,,22 . 

2. Свойство аддитивности 
Если область σ  разбивается на две непересекающиеся поверхности 1σ  и 2σ , и если 

функция ( )zyxf ,,  интегрируема на каждой из этих областей, то 

( ) ( ) ( )∫∫∫∫∫∫ +=
21

,,,,,,
σσσ

σσσ dzyxfdzyxfdzyxf . 

Вычисление поверхностного интеграла 1 рода. 
Пусть поверхность σ  однозначно проектируется на какую-либо координатную 

плоскость, например, на Oxy , в область D .  
Тогда поверхностный интеграл первого рода сводится к двойному интегралу по 

формуле 

( ) =⋅∫∫
σ

σdzyxf ,, ( )( ) dxdy
y
z

x
zyxyxf

D

22
1,z,, ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+∫∫  

или 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) dxdyzzyxyxfdzyxf yx
D

221,z,,,, ′+′+=⋅ ∫∫∫∫
σ

σ , 

где ( )yxzz ,=  - уравнение поверхности σ , область D  – ее проекция в координатную 
плоскость xOy . 

Если поверхность σ  задана неявным уравнением ( ) 0,, =zyxF , то 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

dxdyyxzyxfdzyxf
z
F

z
F

y
F

x
F

D ∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ++

= ∫∫∫∫

222

,,,,,
σ

σ , 

Если поверхность σ , по которой ведется интегрирование, удобно проектировать в 
плоскость xOz  или yOz , справедливы аналогичные формулы: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) dxdzyyzxyxfdzyxf zx
D

221z,,,,, ′+′+=⋅ ∫∫∫∫
σ

σ , 

где ( )zxyy ,=  - уравнение поверхности σ , область D  – ее проекция в координатную 
плоскость xOz ; 

( ) ( )( ) ( ) ( ) dydzxxyzyxfdzyxf zy
D

221z,,,,, ′+′+=⋅ ∫∫∫∫
σ

σ , 

где ( )zyxx ,=  - уравнение поверхности σ , область D  – ее проекция в координатную 
плоскость yOz . 

Геометрический и механический смысл поверхностного интеграла 1 
рода 

Площадь участка поверхности 

∫∫ ⋅=
σ

σdS 1 . 

Пусть функция ( ) 0;; ≥zyxδ  представляет собой распределенную по поверхности σ  
плотность. 

Масса участка поверхности 
( )∫∫ ⋅=

σ
σdzyxfm ,, . 

Статические моменты участка поверхности σ  
Статический момент относительно начала координат: 

( ) σδ
σ

dzyxzyxS 222
0 ,, ++= ∫∫ . 

Статические моменты относительно координатных осей: 

( ) σδ
σ

dzyzyxSx
22,, += ∫∫ ; 

( ) σδ
σ

dzxzyxS y
22,, += ∫∫ ; 

( ) σδ
σ

dyxzyxS z
22,, += ∫∫ . 

Статические моменты относительно координатных плоскостей: 

( ) σδ
σ

dzzyxSxOy ∫∫= ,, ; 
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( ) σδ
σ

dyzyxSxOz ∫∫= ,, ; 

( ) σδ
σ

dxzyxS yOz ∫∫= ,, . 

Координаты центра тяжести ( )ccc zyxC ,, поверхности σ  

( )

m

dxzyx
xc

σδ
σ
∫∫

=

,,
;  

( )

m

dyzyx
yc

σδ
σ
∫∫

=

,,
; 

( )

m

dzzyx
zc

σδ
σ
∫∫

=

,,
, 

где m  - масса поверхности σ . 

Моменты инерции поверхности σ  
Момент инерции относительно начала координат: 

( )( ) σδ
σ

dzyxzyxI ∫∫ ++= 222
0 ,, ; 

Моменты инерции относительно координатных осей: 

( )( ) σδ
σ

dzyzyxI x ∫∫ += 22,, ; 

( )( ) σδ
σ

dzxzyxI y ∫∫ += 22,, ; 

( )( ) σδ
σ

dyxzyxI z ∫∫ += 22,, . 

Моменты инерции относительно координатных плоскостей: 

( ) σδ
σ

dzzyxI xOy ∫∫= 2,, ; 

( ) σδ
σ

dyzyxI xOz ∫∫= 2,, ; 

( ) σδ
σ

dxzyxI yOz ∫∫= 2,, . 

Задача 5 
а) Вычислить момент инерции относительно оси Oy  однородного участка 

поверхности 222 yzx =+  при 40 ≤≤ y . 

б) Вычислить площадь участка сферы 2222 =++ zyx , вырезанного параболоидом 

zyx =+ 22 . 

Решение задачи 5а 
Момент инерции однородного участка поверхности σ  относительно оси Oy  

вычисляется по формуле 

( )( ) ( ) σσδ
σσ

dzxdzxzyxI y ∫∫∫∫ +=+= 2222,, . 
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Участок поверхности 222 yzx =+  при 40 ≤≤ y  показан на рис. 16. Этот участок 
удобно проектировать в плоскость xOz . 

x

y

z

4

 
Рис. 16. 

Записывая уравнение поверхности σ  в виде 22 zxy +=  и вычисляя производные 

22222

2

zx

x

zx

xyx
+

=
+

=′  и 
22222

2

zx

z

zx

zyz
+

=
+

=′ , 

получим  

( ) =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+
++= ∫∫ dxdz

zx

x

zx

xzxI
D

y

2

22

2

22
22 1  

( ) =
+

+
+

++= ∫∫ dxdz
zx

x
zx

xzx
D

22

2

22

2
22 1  

( ) ( ) dxdzzxdxdz
zx
zxzx

DD
222 22

22

22
22 ∫∫∫∫ +=

+

+
+= . 

Областью интегрирования D  является круг. Поэтому удобно перейти к полярным 
координатам 

⎩
⎨
⎧

⋅=
⋅=

ϕρ
ϕρ

sin
cos

x
z

. 

πρπρρϕρϕρρ
π

28
0
2

4
2222

42

0

3
2

0

2 ==== ∫∫∫∫ ddddI
D

y . 

Решение задачи 5б 
Площадь участка поверхности σ  вычисляется через поверхностный интеграл первого 

рода по формуле 

∫∫=
σ

σdS 1 . 

В системе 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=++
zyx

zyx
22

222 2
 подставим zyx =+ 22  в первое уравнение. Тогда 

получим уравнение 022 =−+ zz , из которого следует, что 2−=z  и 1=z . Поскольку на 

параболоиде 0≥z , то линия пересечения сферы 2222 =++ zyx  и параболоида 

zyx =+ 22  лежит в плоскости 1=z . 
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x

y

z

2

1

D

σ

 
Рис. 17. 

Чтобы получить уравнение линии пересечения заданных поверхностей, подставим 

1=z  в уравнение zyx =+ 22 . Получим уравнение окружности 122 =+ yx  (рис. 17). 
Следовательно, поверхность σ  проектируется в плоскость xOy  на круг с центром в 
начале координат и с радиусом 1. 

Площадь участка сферы, вырезанного параболоидом, можно записать в виде 
двойного интеграла 

( ) ( ) dxdyzzS
D

yx∫∫ ′+′+= 221 . 

Решим уравнение 2222 =++ zyx  относительно z : 

222 yxz −−= , 0≥z . 

Вычислим производные: 

222 yx

xzx
−−

−
=′ , 

222 yx

yzx
−−

−
=′ . 

Получим 

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−
+= ∫∫ dxdy

yx

y

yx

xS
D

2

22

2

22 22
1  

.
2

12
2

2
22

1
222222

2

22

2
dxdy

yx
dxdy

yx
dxdy

yx
y

yx
x

DDD
∫∫∫∫∫∫

−−
=

−−
=

−−
+

−−
+=

В двойном интеграле по области D  (рис. 17) перейдем к полярным координатам. 
Получим 

=
−

=
−

= ∫∫∫∫ ρ
ρ

ρϕρϕρ
ρ

π
ddddS

D

1

0 2

2

02 2
2

2

12  

( )
=−−=

−

−
−= ∫∫ 0

1
222

22

22 2
1

0 2

22

0
ρπ

ρ

ρϕ
π dd  

( ) ( )122421222 −=−−= ππ . 
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Справочный материал 
Скалярное поле 

Скалярным полем называют область D , в каждой точке которой задана функция 
( )zyxuu ;;=  и саму функцию ( )zyxuu ;;= . 

Множество точек области D , в которых скалярное поле ( )zyxu ;;  имеет постоянное 
значение C , называется поверхностью уровня. Уравнение поверхности уровня имеет 
вид: 

( ) Czyxu =;; , 

Если область D  - множество точек плоскости, то скалярное поле является плоским. 
Оно задается функцией двух переменных ( )yxuu ;= . Для плоского поля определены 

линии уровня, заданные уравнениями ( ) Cyxu =; , где constC = . 

Градиент скалярного поля ( )zyxu ;;  - это вектор, координатами которого являются 
частные производные поля по переменным zyx ,, : 

k
z
uj

y
ui

x
uu

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=grad . 

1. Градиент показывает направление наибольшего возрастания поля в данной точке. 
2. Модуль градиента равен наибольшей скорости возрастания поля в данной точке. 
3. Градиент направлен по нормали к поверхности уровня, проходящей через данную 

точку. 
Пусть в области D  трехмерного пространства заданы скалярное поле ( )zyxU ;;  и 

единичный вектор, составляющий с координатными осями углы γβα ,, , 

{ }γβα cos;cos;cos=l
r

 с началом в точке ( )zyxM ;; . 

Рассмотрим точку ( )zzyyxxM Δ;Δ;Δ1 +++  такую, что вектор 1MM  сонаправлен с 

вектором l
v

. Его длина 222 zyxl Δ+Δ+Δ=Δ . 

При переходе точки M  в точку 1M  в направлении вектора l
v

 скалярное поле 

( )zyxuu ;;=  получит приращение 

( ) ( )zyxuzzyyxxuu ;;;; −Δ+Δ+Δ+=Δ . 

Предел 
l
u

l Δ
Δ

→Δ 0
lim , если он существует и конечен, называется производной скалярного 

поля в точке ( )zyxM ;;  по направлению l
r

. Для производной по направлению используют 

обозначение 
l
u
∂
∂

, т. е. 

l
u

l
u

l Δ
Δ

=
∂
∂

→Δ 0
lim . 

Производная скалярного поля ( )zyxuu ;;=  в точке ( )zyxM ;;  по направлению l
r

 
вычисляется по формуле 

( ) ( ) ( ) γβα coscoscos M
z
uM

y
uM

x
u

l
u

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

, 

где αcos , βcos , γcos  - направляющие косинусы вектора l
r

. 

Производная по направлению 
l
u
∂
∂

 равна скорости изменения поля в направлении 

вектора l
r

. 
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Если 0>
∂
∂
l
u

, то поле возрастает в направлении вектора l
r

, а если 0<
∂
∂
l
u

, то поле в 

этом направлении убывает. 

Производная скалярного поля 
l
u
∂
∂

 в точке ( )zyxM ;;  по направлению l
r

 можно 

вычислить и через градиент этого поля по формуле 

( ) ( )( )
l

lMuMu
l
u

l r

r
r ,gradgradПр ==

∂
∂

. 

Задача 6 

а) Найти производную скалярного поля xyzzyxzухu 34),,( 222 −−+=  в точке 

)1;1;1(M  по направлению нормали к поверхности 122: 222 =−+ zyxS  в этой точке. 

б) Найти направление наискорейшего возрастания поля 2zyxyu +=  в точке 

( )1;2;2M  и наибольшую скорость возрастания в этой точке. 

Решение задачи 6а 
Поверхность S , проходящую через точку )1;1;1(M , можно рассматривать как 

поверхность уровня скалярного поля ( ) 122,, 222 −−+= zyxzyxS . По нормали к ней 

направлен { }zyxS 4,2,4grad −= , вычисленный в точке M , т.е. вектор 

( ) { }4,2,4grad −=MS . 

Вычислим градиент поля ),,( zухu  в точке )1;1;1(M . Получим 

{ }xyzxzyyzxu 32,32,38grad −−−−= , 

( ) { }5,1,5grad −−=Mu . 

Для производной 
n
u
∂
∂

 скалярного поля ( )zyxu ,,  по нормали ( )MSn grad=
r

 к 

поверхности S  используем формулу 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

=
−++

⋅+⋅−⋅
===

∂
∂

222 424

541254
grad

grad,gradgradПр
MS

MSMuMu
n
u

nr  

3
19

6
38

16416
20220

==
++

+−
= . 

Решение задачи 6б 
Направление наискорейшего возрастания поля в данной точке показывает градиент, 

вычисленный в этой точке. 

kyjyz
y
xi

x
y

k
z
uj

y
ui

x
uu

rrrrrr 22
22

grad +⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= . 

( ) =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= kjiMu

rrr
44

2
1

2
1grad kji

rrr
4

2
9

2
1

++ . 

Наибольшая скорость возрастания поля в данной точке равна модулю градиента, 
вычисленного в этой точке. 

( )
2
7316

4
81

4
1gradнаиб. =++== MuV . 
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Справочный материал 
Векторное поле 

Если в каждой точке DM ∈  задан вектор ( )Maa rr
= , то говорят, что в области D  

задано векторное поле ar . 
Если в пространстве введена прямоугольная декартова система координат, то 

( ) ( ) ( ) ( )kzyxajzyxaizyxaMa zyx
rrrr ;;;;;; ++=  - 

вектор-функция переменных zyx ,, , являющихся координатами точки ( )zyxM ,, . При 

этом предполагается, что функции ( )zyxax ,, , ( )zyxa y ,,  и ( )zyxaz ,,  имеют 

непрерывные частные производные по всем переменным. 
Работа A  векторного поля  

( ) ( ) ( )kzyxajzyxaizyxaa zyx
rrrr .,,,,, ++=  

вдоль линии L  от точки M  до точки N  находится как криволинейный интеграл 

второго рода по дуге 
∪
MN  кривой L : 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∪∪

++==

MN

zyx

MN

dzzyxadyzyxadxzyxardaA ,,,,,,, rr
. 

Работа по замкнутой кривой l  называется циркуляцией векторного поля ar  и 
обозначается ( )∫=

l
rdaC rr, . 

Свойства криволинейного интеграла второго рода 
1. При изменении направления интегрирования интеграл меняет свой знак: 

( ) ( )∫∫
∪∪

−=

BAAB

rdarda rrrr ,, . 

2. Для циркуляции по замкнутой кривой выбор точки начала обхода безразличен. 
Положительным направлением обхода считается то, при котором область, 

ограниченная этой кривой остаётся слева. 
Остальные свойства криволинейного интеграла второго рода имеют такой же вид, как 

и для криволинейного интеграла первого рода. 
Если векторное поле ( ) ( ) jyxaiyxaa yx

rrr ,, +=  плоское, то криволинейный интеграл 

второго рода вдоль кривой L , расположенной в координатной плоскости xOy , имеет вид 

( ) ( ) ( )dyyxadxyxadra y
L
x

L
,,, += ∫∫

r
. 

Если кривая L  задана параметрическими уравнениями: ( )txx = ; ( )tyy = ; ( )tzz = , 

и функции ( )txx = ; ( )tyy = ; ( )tzz =  - дифференцируемы, причём начальной точке M  

соответствует значение параметра 1t , а конечной точке N  - значение параметра 2t , то  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[∫∫ +′+′=
∪

2

1

,,,,,
t

t
yx

MN

tytztytxatxtztytxarda rr ( ) ( ) ( )( ) ( )]dttztztytxaz ′+ ,, . 

Задача 7 

а) Вычислить работу векторного поля ( )kyxjxiya
rrrr

−++=  вдоль отрезка прямой 

MN , если ( )1;1;1M , ( )5;4;2N . 

б) Вычислите работу векторного поля ( ) jxyiyxa
vrr 22 ++=  вдоль линии  
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L : 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤≤
≤≤−=

21,0
10,1 2

x
xxy . 

Решение задачи 7а 
( ) ( )dzyxxdyydxdraA

MNMN

−++== ∫∫
∪∪

,r . 

Уравнение прямой MN  запишем в параметрическом виде: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

14
13

1

tz
ty
tx

 

и вычислим производные от функций ( )txx = ; ( )tyy = ; ( )tzz = : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=′
=′
=′

4
3
1

z
y
x

. 

Пределы интегрирования для переменной t  определим, учитывая, что при переходе 

от точки M  к точке N  функция ( )txx =  меняется от 1 до 2 . Тогда 
⎩
⎨
⎧

=⇒=
=⇒=

12
01

tx
tx

. 

Следовательно, 
( ) =−++= ∫

∪
dzyxxdyydxA

MN

 

( ) ( ) ( )[ ]∫ =⋅−−++⋅++⋅+=
1

0
413131113 dttttt ( ) ( ) 3442

1

0

2
1

0
=+−=+−∫ ttdtt . 

Решение задачи 7б 
Кривая L  состоит из двух частей, поэтому воспользуемся свойством аддитивности. 

Таким образом, 
( ) ( ) ( ) 21

21

,,, AAdradradraA

LLL

+=+== ∫∫∫
∪∪∪

rrr
, 

где 10,1: 2
1 ≤≤−= xxyL , 21,0:2 ≤≤= xyL . 

( ) ( ) xydydxyxdraA
LL

2,

11

2
1 ++== ∫∫

∪∪

r
. 

Так как 21 xy −= , то xdxdy 2−= . 
Получаем 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )∫∫∫ =+−=−−+−+==
∪

1

0

422
1

0

22
1 4412121,

1

dxxxdxxxxdxxxdraA

L

r
 

15
7

5
4

3
4 1

0

53 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= xxx . 

( ) ( ) xydydxyxdraA
LL

2,

22

2
2 ++== ∫∫

∪∪

r
. 

Так как 0=y , то 0=dy . 
Получаем 



30 

( ) ( )
3
7

3
1

3
8

3
0,

2

1

32

1

2
2

2

=−==+== ∫∫
∪

xdxxdraA
L

r
. 

Окончательно, 

5
14

3
7

15
7

21 =+=+= AAA . 

Справочный материал 
Поток векторного поля 

Пусть D  - область трехмерного пространства, в которой задано векторное поле 

( ) ( ) ( )kzyxajzyxaizyxaa zyx
rrrr ;;;;;; ++= , 

и пусть σ  - гладкая поверхность в области D , на которой задана единичная нормаль 
{ }γβα cos;cos;cos=nr . 

Разобьем поверхность σ  на n  частей nσσσ ,...,, 21  (элементарных поверхностей) и 

выберем на каждой элементарной поверхности iσ  произвольно точку 

( ) iiiiiM σζηξ ∈,, .  
Составим интегральную сумму 

( ) ( )( ) i
n

i
ii MnMa σΔ⋅∑

=1
, rr

. 

Предел этой суммы при ∞→n  и 0max →Δ i
i

σ , если он существует, конечен, не 

зависит от способа разбиения поверхности σ  на элементарные участки iσ  и от выбора 

точек iM , называется потоком векторного поля ar  через поверхность σ  в направлении 

нормали nr . Для потока используют обозначение 

( ) ( ) ( )( ) i
n

i
ii

n
MnMadna

i
i

σσ
σσ

Δ⋅= ∑∫∫
=

→Δ
∞→ 1

0max

,lim, rrrr
. 

Если поток вычисляется по замкнутой поверхности σ , то для него используют 
обозначение ( ) σ

σ
dna∫∫

rr, . 

Поток меняет знак, если меняется направление нормали, то есть 

( ) ( ) σσ
σσ

dnadna ∫∫∫∫ −= 21 ,, rrrr
, если 21 nn rr

−= . 

Поток обладает свойством аддитивности. 
Вычисление потока 

Если поверхность σ  задана неявно уравнением ( ) 0,, =zyxF , то, проектируя ее на 

координатную плоскость xOy  в область xyD , получим 

( ) ( )dxdyFadna
xyD z

F∫∫∫∫
∂
∂

±=
grad,,

r
sr σ

σ
; 

проектируя ее на координатную плоскость xOz  в область xzD , получим 

( ) ( )dxdzFadna
xzD y

F∫∫∫∫
∂
∂

±=
grad,,

r
sr σ

σ
; 

проектируя ее на координатную плоскость yOz  в область yzD , получим 
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( ) ( )dydzFadna
yzD x

F∫∫∫∫
∂
∂

±=
grad,,

r
sr σ

σ
. 

Во всех этих формулах следующее правило выбора знака: 
знак плюс берется, если nF r

↑↑grad , 

знак минус – если nF r
↑↓grad . 

Если поверхность σ  - часть плоскости, параллельной одной из координатных 

плоскостей, то единичной нормалью будет один из базисных векторов i
r

, j
r

, k
v

 или 
противоположный ему вектор в зависимости от направления потока. 

Поток через цилиндр 222 Ryx =+ , ограниченный поверхностями ( )yxfz ,1=  и 

( )yxfz ,2= , где ( ) ( )yxfyxf ,, 11 ≤ , можно вычислить, полагая 
ϕcosRx = , 

ϕsinRy = , 
zz = , 

элемент поверхности dzRdd ϕσ = . 
Формула для вычисления потока в этом случае такова: 

( ) ( )
( )

( )
∫ ∫∫∫ =
π ϕϕ

ϕϕσ
ϕσ

2

0

sin,cos

sin,cos
0

2

1

,, dznadRdna
RRf

RRf

rrsr
, 

где 
R
jyix

xx

jyixn
rrrr

r +
=

+

+
=

220
44

22
 – единичная нормаль к поверхности цилиндра. 

Дивергенцией векторного поля ar  в точке дифференцируемости M  называется 

( ) ( ) ( ) ( )M
z
a

M
y
a

M
x
a

Ma zyx
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=vdiv . 

Теорема Гаусса - Остроградского 
Если координаты векторного поля ar , т.е. функции ( )zyxax ;; ; ( )zyxa y ;;  и ( )zyxaz ;; , 

непрерывны вместе со своими частными производными первого порядка в области V , 
ограниченной поверхностью σ , то поток векторного поля через замкнутую поверхность 
σ  равен тройному интегралу от дивергенции этого поля по области V : 

( ) ∫∫∫∫∫ =
V

dxdydzadivdna rrr

σ
σ, , 

где σ  - граница области V  и нормаль nr  – внешняя. 
Задача 8 

а) Вычислить поток векторного поля kyzjxyixza
rrrr

−+=  через часть поверхности 
222 zyx =+  при 30 ≤≤ z  в направлении внешней нормали по теореме Гаусса - 

Остроградского и непосредственно (нормаль внешняя к замкнутой поверхности). 

б) Вычислить поток векторного поля kzjyiya
rrrr 22 ++=  через замкнутую 

поверхность, ограниченную цилиндром 422 =+ zx  и плоскостями 0=y  и 2=y , по 
теореме Гаусса - Остроградского и непосредственно (нормаль внешняя к замкнутой 
поверхности). 

Решение задачи 8а 

Поверхность 1σ , заданная уравнением 222 zyx =+  и ограниченная плоскостью 
3=z , показана на рисунке 18. Вычислим поток векторного поля через нее двумя 

способами. 
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2n
r2σ
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Рис. 18. 

1. Используем теорему Гаусса - Остроградского. Для этого найдем дивергенцию поля. 

yxzadiv −+=
r

. 

По теореме Гаусса – Остроградского вычислим поток P  через замкнутую поверхность 

21 σσ ∪ . 

( )∫∫∫∫∫∫ −+==
VV

dxdydzyxzdxdydzadivP r
. 

Тройной интеграл сведем к двойному интегралу, проектируя область V  в плоскость 
xOy . 

( ) ( )∫∫∫∫ ∫ =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+=−+=

++ D yxD yx

dxdyzyxzdzyxzdxdyP
2222

3

2

23

 

( ) ( ) dxdyyxyxyxyx
D
∫∫ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−−

+
−−+= 22

22

2
3

2
9

. 

Решив совместно уравнения ограничивающих область V  поверхностей 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=+

3

222

z
zyx

, 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=+

3
922

z
yx

, 

выясним, что область D , на которую проектируется область V , представляет собой круг 
радиуса 3, лежащий в плоскости 3=z . 

Перейдем в полученном двойном интеграле к полярным координатам. 

( ) ( ) =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−−−+= ∫∫ ϕρρρϕρϕρρϕρϕρ ddP

D
sincos

2
sincos3

2
9 2

 

( ) ( ) =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−−−+= ∫∫ ρρρϕρϕρρϕρϕρϕ

π
dd sincos

2
sincos3

2
9 23

0

2

0
 

( ) ( )( ) ρρρϕρϕρϕρϕρϕρρρϕ
ππ

dddd ∫∫∫∫ −−−+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

3

0

2

0

3

0

22

0
sincossincos3

22
9

. 

Так как интегралы от косинуса и синуса по промежутку, длина которого равна периоду, 
обращаются в нуль, то  
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( ) ( )( ) 0sincossincos3
3

0

2

0
=−−−∫∫ ρρρϕρϕρϕρϕρϕ

π
dd . 

Поэтому 

4
81

84
92

22
9

3

0

4
2

2

0

3

0

2 πρρπρρρϕ
π

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= ∫ ∫ ddP . 

Теперь вычислим поток 2P  через поверхность 2σ  в направлении нормали 2n
r

. 

( ) σ
σ

dnaP ∫∫=
2

22 , rr
. 

Поверхность проектируются в плоскость xOy  область D  (рис. 18). 

2σ : 3=z ; 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

1
0
0

2 kn
rr

; ( ) yyzna 3, 2 −=−=
rr

. Тогда 

( ) 0sin33
2

0

3

0

2
2

2

=−=−= ∫ ∫∫∫
π

σ
ρϕρϕσ dddyP . 

Поскольку поток 21 PPP += , где 1P  - поток через поверхность 1σ , заданную 

уравнением 222 zyx =+  при 30 ≤≤ z , то поток через эту поверхность равен 

4
810

4
81

21
ππ

=−=−= PPP . 

2. Для вычисления потока 1P  через поверхность 1σ  в направлении нормали 1n
r

 
(рис. 18) можно использовать следующую формулу: 

( ) ( )dxdyFadnaP
D z

F∫∫∫∫
∂
∂

±==
grad,,

1

11

r
rr σ

σ
. 

Поскольку уравнение поверхности 2σ  можно преобразовать к виду ( ) 0,, =zyxF , где 

( ) zyxzyxF −+= 22,, , то 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

+

=

1

grad
22

22

yx

y
yx

x

F . Ясно, что 2grad nF r
↑↑ , так как оба 

вектора образуют с осью Oz  угол, больший, чем o90 . 1=∂
∂
z
F . 

Вычислим скалярное произведение 

( ) yz
yx

xy

yx

zxFa +
+

+
+

=
22

2

22

2
grad,r . 

При 22 yxz +=  имеем  

( ) 22
22

2
222

22

2

22

222
grad, yxy

yx

xyxyxy
yx

xy

yx

yxx
Fa ++

+
+=+−

+
+

+

+
=

r
. 

Выбирая знак плюс перед интегралом, для потока 1P  получим формулу: 
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dxdyyxy
yx

xyxP
D
∫∫ ⎟⎟

⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
++

+
+= 22

22

2
2

1 . 

В записанном двойном интеграле перейдем к полярным координатам. 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++= ∫∫ ϕρρϕρ

ρ
ϕϕρρϕρ ddP

D
sinsincoscos 2

22
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1
 

( ) =++= ∫∫ ϕρρϕϕϕϕ dd
D

322 sinsincoscos  

( ) =++= ∫ ∫ ρρϕϕϕϕϕ
π
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2
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0

322 sinsincoscos  
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⎠
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0

4
22 sinsinsin
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4
81
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sinsincoscos dddd

4
81
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4
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πϕϕ
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⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
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⎛
+= . 

Решение задачи 8б 
1. По теореме Гаусса – Остроградского 

∫∫∫=
V

dxdydzaP rdiv . 

Так как zza 21210div +=++=
r

, то ( )∫∫∫ +=
V

dxdydzzP 21 .  

Область V  показана на рис. 19. Она проектируется в координатную плоскость xOz  
на область D  - круг радиуса 2. Следовательно, тройной интеграл можно свести к 
двойному интегралу по области D . 

 
Рис. 19. 

( ) ( ) ( )dxdzzyzdxdzdyzdxdzP
DDD
∫∫∫∫∫∫∫ +=+=+= 212

0
2

2121
2

0
. 

Перейдём в этом двойном интеграле к полярным координатам: по формулам 

⎩
⎨
⎧

=
=

ϕρ
ϕρ

cos
sin

z
x

, ϕρρ dddxdz = . 

Расставив пределы интегрирования, перейдем к повторному интегралу: 
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( ) πϕϕρϕρρρϕρϕ
πππ

8cos
3

4
2

2cos212
2

0

2

0

32

0

2

0

22

0

2

0
=+=+= ∫∫∫ ∫ ddddP . 

2. Теперь вычислим поток, разбивая его на три потока 

321 PPPP ++= , 

где 1P  - проток через поверхность цилиндра, а 2P  и 3P  - потоки через плоскости 0=y  и 

2=y  соответственно. 
Для нахождения потока через цилиндрическую поверхность воспользуемся формулой 

( )
( )

( )
∫ ∫=
π ϕϕ

ϕϕ
ϕ

2

0

sin,cos

sin,cos
11

2

1

, dynadRP
RRf

RRf

rr
, 

где 2=R , ϕcos2=z , ϕsin2=x , yy = ,
21
kzixn
rr

r +
= . 

Так как ( )
2

,
32

1
zxyna +

=
rr

, то в координатах по поверхности цилиндра это скалярное 

произведение запишется как ( ) ϕϕϕϕ 32
32

1 cos4sin
2

cos8sin2, +=
+

= yyna rr
. 

Вычислим поток: 

( ) ===+= ∫∫∫ ∫
πππ

ϕϕϕϕϕϕϕ
2

0

2
2

0

2
0

3
2

0

2

0

32
1 sincos8cos8cos4sin2 ddydyydP  

( ) 0sinsin18
2

0

2 =−= ∫
π

ϕϕ d . 

Теперь вычислим потоки 2P  и 3P  через плоскости 0=y  и 2=y . 

( ) σ
σ

dnaP ∫∫=
2

22 , rr
. 

Поскольку 0:2 =yσ , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=−=
0
1

0

2 jn
rr

, ( ) 0, 2 =−= yna rr
, то 

00
2

2 == ∫∫ σ
σ

dP . 

( ) σ
σ

dnaP ∫∫=
3

33 , rr
. 

Поскольку 2:3 =yσ , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==

0
1
0

3 jn
rr

, ( ) 2, 3 == yna rr
, то 

∫∫∫∫ =⋅=⋅===
33

842222 круга3
σσ

ππσσ SddP . 

Складывая все потоки, получим поток через замкнутую поверхность 

ππ 8800321 =++=++= PPPP . 

Справочный материал 
Работа по замкнутой кривой L  называется циркуляцией векторного поля ar  и 

обозначается ( )∫=
l

rdaC rr, . Кривую L  называют замкнутым контуром. 
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Теорема Стокса 
Если в области D  трехмерного пространства задано векторное поле 

( ) ( ) ( )kzyxajzyxaizyxaa zyx
rrrr ,,,,,, ++=  

и функции ( )zyxax ;; , ( )zyxay ;;  и ( )zyxaz ;;  непрерывны вместе со своими частными 

производными первого порядка, то  

( ) ( )∫∫∫ ==
σ

σdnadraC
L

rrr ,rot, . 

где 

zyx aaa
zyx

kji

a
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

rrr

rrot  - ротор векторного поля, σ  – любая поверхность, натянутая на 

контур L , а нормаль nr  выбирается так, чтобы относительно нее обход контура был 
положительным (положительным направлением обхода контура считать то, при котором 
точка перемещается против часовой стрелки, если смотреть из конца вектора нормали). 

Задача 9 

Найти циркуляцию вектора kyjzizxa
rrrr

+−= 32  по контуру 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=++Γ

1
5:

222

x
zyx

 с 

помощью формулы Стокса и непосредственно. 
Решение задачи 9 

1. Контур Γ  представляет собой линию пересечения сферы 5222 =++ zyx  и 
плоскости 1=x , то есть окружность радиуса 2, лежащую в плоскости 1=x : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=+Γ

1
4:

22

x
zy

. 

Γ : 
⎪
⎩
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⎨
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=
=
=
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x
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1
, 
⎪
⎩

⎪
⎨
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=
−=

=
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sin2

0

dtdz
dttdy

dx
, π2t0 ≤≤ . 

x

y

z

nr

5

1

 
Рис. 20. 

На рис. 20 изображен контур Γ . Система координат на этом рисунке расположена с 
поворотом. 

Вычислим циркуляцию ∫
Γ

+−= ydzzdydxzxC 32 , задавая контур Γ  

параметрическими уравнениями: 
Тогда циркуляцию векторного поля можно записать в виде определенного интеграла 
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( ) π
ππ

84cos4sin40
2

0

2

0

22 ∫∫ ==++= dtdtttC . 

2. Вычислим циркуляцию, используя теорему Стокса: 

( )∫∫=
σ

σdnaC rr,rot , 

где σ  - круг радиуса 2, лежащий в плоскости 1=x . 

( )( ) ( ) ( ) jzxikzxji

yzzx
zyx

kji

a
rrrrr

rrr

r 2222

32

32003011rot +=−+−−−−=

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= . 

Поскольку единичной нормалью, со стороны которой обход контура положительный, к 

поверхности 1=x  является вектор i
r

, то ( ) ( ) 2,2,rot == iina
rrrr

. Поэтому 

ππσ
σ

82222 2
круга ==== ∫∫ SdC . 

Справочный материал 
Векторное поле ar  называется потенциальным, если существует скалярная функция 

( )zyxu ;; , такая, что ua grad=
r

. Функция ( )zyxu ;;  при этом называется потенциалом 
поля. 

Для того чтобы поле вектора ar  было потенциально, необходимо и достаточно, чтобы 
0rot =ar . 

Потенциал поля в произвольной точке ( )zyxM ,,  вычисляется через криволинейный 
интеграл второго рода по формуле 

( ) ( ) ( )∫ +==

AM

СrdazyxuMu rr,,, , 

где A  - любая точка, лежащая в области непрерывности поля. 
Поскольку в потенциальном поле криволинейный интеграл второго рода не зависит от 

пути интегрирования, то путь интегрирования AM  может быть выбран любым. Удобнее 
всего вести интегрирование вдоль ломаной с отрезками, параллельными координатным 
осям. 

Задача 10 

Проверить потенциальность поля вектора k
x
yzj

x
zi

x
yza

rrrr 22

2

2
++−= , найти 

потенциал. 
Решение задачи 10 

Поле потенциально, если его ротор равен нулю. 
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x
yz
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a . 

Найдём потенциал поля. В качестве точки A  выберем точку, в которой поле 
определено, например, точку с координатами ( )0,0,1 . Тогда 
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( ) ( )
( )

( )

( )

( )
∫∫ +++−=+=
zyxzyx

Cdz
x
yzdy

x
zdx

x
yzCrdaMu
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0,0,1

2

2

2,,

0,0,1

2, rr
. 

Путь интегрирования выберем в виде ломаной, отрезки которой параллельны 
координатным осям (рис. 21). 

x

y

z

M

O

P Q

( )0,0,1A

( )0,0,x ( )0,, yx

( )zyx ,,

 
Рис. 21. 

Из рисунка видно, что на отрезке AP : xx ≤≤1 , 0=y , 0=z , 0=dy , 0=dz ; на 

отрезке PQ : yy ≤≤0 , xx = , 0=z , 0=dx , 0=dz ; на отрезке QM : zz ≤≤0 , xx = , 

yy = , 0=dx , 0=dy . 
Тогда 
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Найдем градиент полученной функции и убедимся, что ua grad=
r

: 

ak
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x
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yzC

x
yzu rrrr
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